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ИЛИ НА ВЕЛИЧИНУ ПЕРВОЙ ЧАСТОТЫ  

СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ 

Ранее был сформулирован критерий минимальной материалоёмкости полос, усилива-
ющих стенки двутавра, при ограничениях на величину критической силы или первой ча-

стоты собственных колебаний и непрерывном изменении варьируемого параметра. Также 
известно, что такое решение позволяет оценивать реальный конструкторский проект 
не только по критерию его близости к минимально материалоёмкому, но и использовать 
его как ориентир при реальном проектировании. Во многих случаях для этого использу-
ется замена непрерывного изменения варьируемого размера полос, усиливающих стенку, 
по её длине кусочно-постоянными участками. Границы участков выбираются на основе 
минимально материалоёмкого проекта, а размеры ширины полос на участках определя-
ются методами оптимизации. В статье предлагается критерий, позволяющий объективно 

оценивать окончание процессов такой оптимизации. 
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Многие публикации (например, [1]) посвящены критериям, позволяющим 

оценивать при оптимизации [2−6] близость полученных решений к минимально 

материалоёмким объектам. Аналогичные критерии формулируются и в задачах 
усиления сооружений (например, [7, 8]). Так, в работе [7] сформулирован крите-

рий оптимального усиления полок, а в работе [8] − стенок стержней двутаврового 

поперечного сечения при ограничениях по устойчивости или на величину первой 

собственной частоты, но при непрерывном изменении параметра усиливающих 

полос. Известно, что в задачах оптимизации проекты, полученные при непрерыв-
ном изменении варьируемых параметров, в некоторых случаях противоречат 

технологическим требованиям. В таких случаях часто используется переход от 

непрерывного изменения варьируемых параметров к кусочно-постоянному их 
изменению по участкам стержня. Границы участков выбираются на основе ми-

нимально материалоёмкого проекта, а размеры ширины полос на участках опре-

деляются методами оптимизации (например, [1, 7−9]). 

Сформулируем критерий для оценки окончания процесса оптимизации ку-

сочно-постоянных размеров полос, усиливающих стенку двутавра, при ограниче-
ниях по устойчивости или на величину первой собственной частоты. Примем, как 
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и в работе [3], что стенка усиливается четырьмя дополнительными листами оди-

наковой толщины 2St  (рис. 1). Введем также обозначения: 2b  – ширина полки; 

p  – толщина полки; St  – толщина стенки усиливаемого двутавра; 1b  – высота 

сечения при усилении полки (рис. 1, б) и без усиления (рис. 1, а). Пусть для ку-

сочно-постоянного изменения высоты полос, усиливающих стенку, намечено n  

участков, в каждом из которых высота полосы не меняется. 

На рис. 1, б используются следующие обозначения: 1p  – толщина полки; 

2p  – толщина усиливающего листа; 21b  – ширина полки; 22( )b x  – ширина 

усиливающего листа. 
Обозначим координаты границ участков по длине стержня через 

[ ]( 0,1,2,..., )x i i n= , а длины участков через [ ]( 1,2,..., )ul i i n= . 

Пусть не варьируются никакие параметры поперечного сечения дву-

тавра, кроме размеров высоты дополнительных усиливающих полос 12[ ]b i  

(рис. 1). 
 

 
Рис. 1 

 

Как известно (например [1]), при равенстве количества варьируемых пара-
метров числу ограничений оптимум реализуется на ограничениях в виде равенств. 

В рассматриваемой задаче варьируется один параметр – ( 12[ ]b i ). В этой 

связи, если рассматривается только ограничение по устойчивости, то оно 

имеет вид 

 kpP P= . (1) 

Если рассматривается только ограничение на величину первой частоты 

собственных колебаний, то оно записывается в виде 

 0 1 =  . (2) 

В (1), (2) использованы следующие обозначения: P  – действующая сила; 

1 – первая частота собственных колебаний усиленного стержня; 0 – заданная 

величина. Заметим, что величины Pkp в (1) и 1 назначаются с учетом необхо-

димого коэффициента запаса. 
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Формулируемый критерий оценивает оптимальность проекта по опреде-

лению таких размеров высоты дополнительных листов, усиливающих стенку 

двутавра, при которых будут соблюдаться ограничения на величину критиче-
ской силы или первой собственной частоты, а расход материала на усиление 

будет минимальным. 

Функция цели (объем материала усиливающих листов) имеет вид 

 2 12

1

4 [ ] [ ]
n

st u

i

V b i l i
=

=   . (3) 

Выведем выражение критерия оптимальности усиления стенки при огра-

ничении на величину первой частоты собственных колебаний для случая попе-
речного сечения без усиленной полки (рис. 1, а). Возможность использования 

полученного критерия для сечения с усиленной полкой будет рассмотрена 

позже. При выводе критерия учтем, что собственная частота определяется 
с учетом влияния продольной силы. Функция цели записывается в виде (3), 

а ограничение имеет вид (2). Сформулированный при таких условиях критерий 

может использоваться и тогда, когда учитывается только ограничение на вели-
чину первой критической силы. В этом случае в выражении критерия полага-

ется, что 0 0 = . 

Известно, что при выполнении ограничения (2) должно иметь место 

условие 

 

[ ]
2 2

1

1 [ 1]

Э { [ ]( ( ) '') [ ]( ( ) ')

x in

i x i

EI i v x P i v x 

= −

= − −   

 
2 2

0 ( ) [ ( ) [ ]( ( )) ]} 0.m x F i v x dx−  +  =  (4) 

В выражении (4) использованы следующие обозначения: Э  – прираще-

ние потенциальной энергии; ( )v x  – ординаты первой формы собственных ко-

лебаний; E – модуль упругости материала; 

  3 3
1 1 2 2 2 1[ ] ( 2 )( 2 )St St pI i b b b b=  − − −  −  −  

 3
2 1 12

1
 2 [ 2 2 [ ]]

12
St Pb b i−  −  −   − (5) 

момент инерции сечения относительно его главной горизонтальной оси на  
i-м участке стержня; ( )m x  – интенсивность внешней массы;   – значение 

удельной массы; ( )F x  – площадь сечения на i-м участке стержня, 

 2 1 12 2( ) 2 ( 2 ) 4 ( )p p St StF x b b b x=    + −   +   . (6) 

Оптимальные значения размеров 12[ ]b i  реализуются как условия мини-

мума выражения 
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12
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E
V b i l i b b 

= = −
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3

1 2 2 ( 2 ) ( 2 )p St Stb b− −  − −  −  
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 3 2 2
2 1 12 2 ( 2 2 [ ]) ]( ( ) '') ( ( ) ')St pb b i v x P v x −  −  −  − −  

 2 2
0 2 1 12 2) ( ) [ ( ) (2 ( 2 ) 4 [ ] ]( ( ))p p St Stm x b b b i v x dx−  +   + −   +   . (7) 

В выражении (7) 
1




 – множитель Лагранжа при решении задачи об 

условном экстремуме. Выражение 0V   зависит от варьируемых величин 12[ ]b i  

и по отношению к ним рассматривается как функция, а по отношению к функ-

ции ( )v x  как функционал. 

Экстремум выражения (7) реализуется решением системы уравнений 

 

10

0

12

( ) 0;

0...( 1,2,..., ).
[ ]

V

V
i n

b i

 



 =


= =



 (8) 

Первое уравнение системы (8) (вариация выражения 0V   (7) по 1  

10( ) 0V
  = ) приведет к условию (4). 

Оптимальные значения величин 12[ ]b i  находятся из решения оставшихся 

уравнений системы (8): 

 
0

12

0...( 1,2,..., )
[ ]

V
i n

b i


= =


. (9) 

Обоснование такого способа отыскания минимума выражений, аналогич-
ных (4), приведено в работе [5]. 

Уравнение с номером i  для системы (9) имеет вид: 
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Поделив все слагаемые на [ ]ul i , запишем 
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и далее, после сокращения на 2S t , получим 
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Так как решается задача об условном экстремуме при условии (4), то та-

кая задача изопараметрическая, а 1  – постоянная величина. Таким образом, 

(10) принимает вид 

 

[ ]
2 2

1 12

[ 1]

1
{ [ 2 2 [ ]] ( ( ) '')

[ ]

x i

p
u x i

E b b i v x
l i



−

−  −  −  

 
2 2

0 4( ) ( ( )) } constv x dx−   = . (11) 

Известно, что нормальные напряжения стержня при изгибе в волокне на 

расстоянии sy  от нейтрального слоя, выражаются формулой sM y

I


 = , где 

* ''M EI v= −  − изгибающий момент; I  – момент инерции поперечного сече-

ния. Отсюда следует, что 

 ''sE y v= −   . (12) 

Заметим, что выражение 1 122 2 [ ]pb b i−  −   из (11) – это удвоенное рас-

стояние от нейтрального слоя до края усиливающей полосы. Обозначим 

 1 122 2 [ ] 2 [ ]p Sb b i y i−  −  =  . (13) 

С учётом (13) нормальное напряжение в волокне стержня на краю усили-
вающей полосы определяется следующим образом: 

 ( ) [ ]( ( )) ''S Sx E y i v x = −  . (14) 

Умножим слагаемые выражения (11) на E  и с учётом (13) перепишем 
(11) в виде 

 

[ ]
2 2 2 2 2

0
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{4 [ ] ( ( ) '') 4 ( ) ( ( )) } const

[ ]
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S
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E y i v x E v x dx
l i

 

−

  −    = , 

и далее с учётом (12) в виде 
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1
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S
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Обозначим 

 

[ ]
2 2 2

0

[ 1]

1
[ ] {( ( )) ( ) ( ( )) } const

[ ]

x i

S t S
u x i

S i x E v x dx
l i

 

−

=  −   = . (15) 

Выражение (15) формулирует критерий оценки близости к оптимуму ре-

зультата решения задачи по определению на каждом из участков кусочно-по-

стоянного изменения размеров высот дополнительных полос 12[ ]b i , усиливаю-

щих стенку двутавра, при ограничениях на величину первой собственной ча-
стоты и при минимальном расходе материала на усиление. 

Критерий (15) может использоваться и в ситуациях, когда вводится 

только ограничение на величину первой критической силы (1). Тогда в (15) по-

лагается, что 0 0 =  и критерий записывается в виде 
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[ ]
2

[ 1]

1
[ ] [( ( )) ] const

[ ]

x i

S t S
u x i

S i x dx
l i



−

=  = . (16) 

В (15) через ( )v x  обозначены ординаты соответствующей формы соб-

ственных колебаний. В (15) и (16) через ( )S x  обозначено нормальное напря-

жение, возникающее при колебаниях по соответствующей собственной форме 
в волокне стержня на краю усиливающей полосы  

Как и в [3], критерии (15) и (16) целесообразно нормировать так, чтобы 

наибольшее значение величины [ ]S tS i  было бы равно единице. Тогда опти-

мальность решения будет оцениваться близостью значений [ ]S tS i  к единице. 

Вывод критериев для усиления стенок при наличии усиленных полок 

(рис. 1, б) приводит к выражениям (15) и (16) и поэтому в данной статье 

не приводится. 

При оптимизации размеров 12[ ]b i  необходимо соблюдение ограничения 

высоты усиливающих листов, которое контролирует возможность их уста-

новки на стенке двутавра. Ограничение для двутавра без усиленной полки фор-
мулируется в виде 

 12 1[ ] 0,5( 2 )pb i b −  , (17) 

а с усиленной полкой в виде 

 12 1 2[ ] 0,5( 2 2 )p pb i b −  −  . (17а) 

Критерии (15) и (16) применимы тогда, когда ограничения (1) или (2) вы-

полняются в виде равенства, ограничение (17) или (17а) в виде неравенства. 

Сопоставим критерии (15) и (16), оценивающие оптимальность опреде-

ления размеров высоты листов, усиливающих стенку двутавра при кусочно-по-
стоянном их изменении, с соответствующим критерием при их непрерывном 

изменении. Такой критерий сформулирован в [8] в двух вариантах 

 
2 2 2

0( ) ( ) constS x E v  −   =  (18) 

и 2 2 2
0( ) ( ) ( ) constS Sx x E v   =  −   = . (18а) 

Вариант (18а) представлен только для сравнения с ранее выведенными 
критериями. Использование его на некоторых этапах оптимизации может давать 

отрицательные величины под корнем, что вызывает сбой процесса вычислений. 

С учетом этого обстоятельства вариант (18а) рекомендуется не применять. 

Сопоставление критерия (15) с критерием (18) показывает, что в (15) под 
интегралом стоит левая часть выражения (18), а перед интегралом множитель 

1/ [ ]ul i . Отсюда критерий (15) может быть представлен на каждом кусочно-по-

стоянном участке как среднее значение критерия (18) на единицу длины 

участка. 

Для иллюстрации возможностей использования критерия (15) приведем 
пример. 
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Рассмотрим прямолинейный шарнирно опертый стержень двутаврового 

сечения пролётом 6 мl =  (рис. 2, а). Пусть высота сечения двутавра равна 

1 0,3 м,b =  толщина стенки равна 0,01м,st =  толщина полки равна 

0,014 м,p =  ширина полки равна 2 0,28 м,b =  модуль упругости материала 

равен 206000 МПа.E =  Положим, что стержень несёт распределённую массу 

интенсивностью 200 кг/мm = , удельная масса материала стержня равна 
37850 кг/м . =  Критическая сила стержня при отсутствии вибрационного воз-

действия составит 10000000НkpP = , а первая частота собственных колебаний 

при отсутствии продольной силы составит 
-1

1 98,3953 с = . 

Если этот стержень будет сжат силой 1000000НP = , то его первая ча-

стота собственных колебаний составит -193,3457 с  = . Требуется усилить 

стенку стержня двутаврового сечения (рис. 1, а) таким образом, чтобы первая 

частота собственных колебаний усиленного стержня с учетом влияния продоль-

ной силы составила бы 
-1

1 100 с , =  а расход материала на создание усиливаю-

щих полос был бы минимальным. Решение задачи проведём на основе дискрет-
ной модели из 30 участков. Распределённая масса заменяется сосредоточен-

ными узловыми массами [ ] 40кг.m i =  Все размеры сечения стержня заданы, 

в том числе и толщина усиливающих полос 2 0,016 мS t = . Варьируется только 

высота 12[ ]b i  (рис. 1). 
 

 
Рис. 2 
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Рассмотрим четыре варианта усиления. 

Вариант 1 предусматривает непрерывное по сечениям изменение разме-

ров 12[ ]b i . Этот вариант позволяет получить минимально материалоёмкое ре-

шение данной задачи, однако он в некоторых случаях может не соответствовать 
технологическим требованиям. В этой связи дополнительно рассматриваются 

варианты с кусочно-постоянным изменением значений 12[ ]b i . Выбор границ 

участков таких вариантов определяется, как технологическими требованиями, 

так и стремлением приблизиться к минимально материалоемкому решению 
(варианту 1). 

Вариант 2 предусматривает всего один участок, длина которого равна 

длине стержня. 
Вариант 3 предусматривает три участка, длины которых соответственно со-

ставляют 1, 4 и 1 м. 

Вариант 4 предусматривает 5 участков кусочно-постоянного изменения 

значений 12[ ]b i  длиной соответственно 1, 1, 2, 1, 1 м. 

Оптимизация значений 12[ ]b i  во всех рассматриваемых вариантах прово-

дилась методом случайного поиска. В качестве критерия окончания процесса 

оптимизации в первом варианте использовался критерий (18), а в остальных 

вариантах критерий (15). Результаты оптимизации приведены в таблице и по-
казаны на рис. 2, б и в. На рисунке цифрой 5 обозначена линия соединения 

стенки двутавра с нижней полкой. Остальные цифры обозначают номера вари-

антов усиления рассматриваемых в примере и соответствуют обозначениям ва-
риантов в таблице. 

 

 
Варианты 

1 2 3 4 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

№ 12[ ]b i  2 [ ]S i  12[ ]b i  [ ]S tS i  
12[ ]b i  [ ]S tS i  

12[ ]b i  [ ]S tS i  

1 0,0003 0,2229 0,0482 1,0000 0,0173 0,9999 0,0177 0,2229 

2 0,0004 0,6646 0,0482 1,0000 0,0173 0,9999 0,0177 0,6646 

3 0,0063 0,9949 0,0482 1,0000 0,0173 0,9999 0,0177 0,9949 

4 0,0238 0,9994 0,0482 1,0000 0,0173 0,9999 0,0177 0,9994 

5 0,0348 0,9996 0,0482 1,0000 0,0173 0,9999 0,0177 0,9996 

6 0,0417 0,9992 0,0482 1,0000 0,0544 1,0000 0,0512 0,9992 

7 0,0462 0,9994 0,0482 1,0000 0,0544 1,0000 0,0512 0,9994 

8 0,0493 1,0000 0,0482 1,0000 0,0544 1,0000 0,0512 1,0000 

9 0,0514 0,9997 0,0482 1,0000 0,0544 1,0000 0,0512 0,9997 

10 0,0530 1,0000 0,0482 1,0000 0,0544 1,0000 0,0512 1,0000 

11 0,0541 0,9994 0,0482 1,0000 0,0544 1,0000 0,0564 0,9994 

12 0,0548 0,9993 0,0482 1,0000 0,0544 1,0000 0,0564 0,9993 

13 0,0554 0,9991 0,0482 1,0000 0,0544 1,0000 0,0564 0,9991 
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Окончание таблицы 

 
Варианты 

1 2 3 4 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

№ 12[ ]b i  2 [ ]S i  12[ ]b i  [ ]S tS i  
12[ ]b i  [ ]S tS i  

12[ ]b i  [ ]S tS i  

14 0,0557 0,9996 0,0482 1,0000 0,0544 1,0000 0,0564 0,9996 

15 0,0559 0,9994 0,0482 1,0000 0,0544 1,0000 0,0564 0,9994 

16 0,0559 0,9994 0,0482 1,0000 0,0544 1,0000 0,0564 0,9994 

17 0,0557 0,9996 0,0482 1,0000 0,0544 1,0000 0,0564 0,9996 

18 0,0554 0,9991 0,0482 1,0000 0,0544 1,0000 0,0564 0,9991 

19 0,0548 0,9993 0,0482 1,0000 0,0544 1,0000 0,0564 0,9993 

20 0,0541 0,9994 0,0482 1,0000 0,0544 1,0000 0,0564 0,9994 

21 0,0530 1,0000 0,0482 1,0000 0,0544 1,0000 0,0512 1,0000 

22 0,0514 0,9997 0,0482 1,0000 0,0544 1,0000 0,0512 0,9997 

23 0,0493 1,0000 0,0482 1,0000 0,0544 1,0000 0,0512 1,0000 

24 0,0462 0,9994 0,0482 1,0000 0,0544 1,0000 0,0512 0,9994 

25 0,0417 0,9992 0,0482 1,0000 0,0544 1,0000 0,0512 0,9992 

26 0,0348 0,9996 0,0482 1,0000 0,0173 0,9999 0,0177 0,9996 

27 0,0238 0,9994 0,0482 1,0000 0,0173 0,9999 0,0177 0,9994 

28 0,0063 0,9949 0,0482 1,0000 0,0173 0,9999 0,0177 0,9949 

29 0,0004 0,6646 0,0482 1,0000 0,0173 0,9999 0,0177 0,6646 

30 0,0003 0,2229 0,0482 1,0000 0,0173 0,9999 0,0177 0,2229 

0V  0,014926 0,018497 0,016146 0,016044 

% 0 23,48 8,17 7,04 

 

В предпоследней строке таблицы приводится объём материала усиливаю-
щих полос, а в последней строке указано превышение в процентах объёма полос 

соответствующего варианта по сравнению с минимально материалоемким. 

В столбце 3 таблицы приводятся значения критерия (18). Во всех сечениях 
кроме 1, 2, 29 и 30 его величины близки к единице, что свидетельствует о воз-

можности остановить процесс оптимизации в этом варианте. В сечениях 1, 2, 29 

и 30 величины 12[ ]b i  малы, и продолжение процесса оптимизации для уточнения 

их величин не имеет смысла. В столбцах 5, 7 и 9 приводятся значения критерия 

(15). Следует отметить, что все его значения близки к единице, что позволило 

в соответствующих вариантах останавливать процесс оптимизации. 
Итак, в статье сформулирован критерий, позволяющий объективно оце-

нивать окончание процессов оптимизации при кусочно-постоянном изменении 

размеров полос, усиливающих стенку двутавра, при ограничениях по устойчи-
вости или на величину первой собственной частоты. На практическом примере 

проведена иллюстрация сформулированного критерия и показана возможность 



104 Л.С. Ляхович, П.А. Акимов, Б.А. Тухфатуллин  

использовании минимально материалоемкого решения для выбора вариантов 

кусочно-постоянного изменения размеров полос. Рассмотрение нескольких ва-

риантов кусочно-постоянного изменения размеров полос и их сравнение с ми-
нимально материалоемким, позволяет проектировщику выбрать из них наибо-

лее приемлемый [10]. 
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