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ИССЛЕДОВАНИЕ УСТАНОВИВШЕГОСЯ ТЕЧЕНИЯ 

ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОГО БИТУМНОГО ВЯЖУЩЕГО, 

ОПИСЫВАЕМОГО МОДЕЛЬЮ ШВЕДОВА – БИНГАМА,  

В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ТРУБЕ 

В работе проведено исследование течения битумного вяжущего, описываемого моде-

лью Шведова – Бингама, в цилиндрической трубе, определена зависимость расхода 

жидкости от перепада давления, получены зависимости для радиального распределения 

скорости и эффективной вязкости течения. В пристеночной части течения эффективная 

вязкость характеризуется низкими значениями. Однако в окрестности жесткой зоны 

наблюдается существенный рост значений эффективной вязкости. С ростом скоростей 

сдвиговых деформаций происходит уменьшение эффективной вязкости, что объясняет-

ся процессами разрушения микроструктуры среды. С увеличением перепада давления 

происходит уменьшение размеров жесткой зоны. С повышением предельного напряже-

ния сдвига среда становится менее подвижной, жесткая зона, локализованная в приосе-

вой части трубы, увеличивается в размерах. При этом значения скорости уменьшаются 

по всему сечению трубы. Вариация значений пластической вязкости  не влияет на по-

ложение жесткой зоны. Проведенные исследования показали, что при значениях числа 

Бингама Bn < 0,1 неньютоновские свойства течения можно не учитывать и с точностью, 

достаточной для инженерных расчетов, рассматривать течение ньютоновской жидкости 

с вязкостью pl. 
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SHVEDOV-BINGHAM MODEL OF STEADY FLOW OF  
VISCO-PLASTIC BITUMEN BINDER IN CYLINDRICAL TUBE 

This paper studies the bitumen binder flow in terms of the Shvedov-Bingham model in 

a cylindrical tube. The dependence of the fluid flow rate on pressure drop is determined as 

well as the dependences between the radial velocity distribution and effective flow viscosity. 

Near the wall, the effective viscosity is low. However, in the vicinity of the rigid zone, a sig-

nificant increase in the effective viscosity is observed. With increasing strain rates the effective 

viscosity decreases, which is explained by the destruction of the medium microstructure. With 

the pressure drop, the size of the hard zone decreases. With the increasing yield stress the fluid 

becomes less mobile, the rigid zone in the centre of the pipe increases in size. In this case, the 

velocity values decrease over the entire pipe section. Variation in the plastic viscosity does not 

affect the position of the rigid zone. It is shown that when the Bingam number Bn < 0.1, the 

non-Newtonian properties of the flow can be ignored. In this case, the Newtonian flow with 

viscosity pl should be considered with an accuracy sufficient for engineering calculations. 

Keywords: rheology; visco-plastic medium; viscosity; non-Newtonian fluids; 

Shvedov-Bingham model. 

For citation: Matvienko O.V., Bazuev V.P., Sabylina N.R., Aseeva A.E., Surtaeva 

A.A. Issledovanie ustanovivshegosya techeniya vyazkoplasticheskogo bitumnogo 

vyazhushchego, opisyvaemogo model''yu Shvedova – Bingama, v tsilindricheskoi 

trube [Shvedov-Bingham model of steady flow of visco-plastic bitumen binder in cy-

lindrical tube]. Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo arkhitekturnostroitel'nogo univer-

siteta – Journal of Construction and Architecture. 2019. V. 20. No. 3. Pp. 158–177. 

DOI: 10.31675/1607-1859-2019-21-3-158-177 

Введение 

Одним из основных материалов, применяемых в дорожном строитель-

стве, является асфальтобетон, в состав которого входят щебень, песок, раз-

личные добавки и вяжущее вещество. Основным видом вяжущего, применяе-

мого в дорожной отрасли, является нефтяной дорожный битум: пластичный, 

способный без разрушения выдерживать воздействие низких температур 

и температурных перепадов, а также различных деформаций [1, 2]. 

Битумные вяжущие вещества состоят из высокомолекулярных углево-

дородов нафтенового, метанового и ароматического рядов и их соединений 

с кислородом, серой, азотом. Элементарный химический состав всех видов 

битума достаточно близок: 70–85 % углерода, 10–15 % водорода, 5–10 % кис-

лорода, 1–5 % серы, до 1 % азота и незначительное количество некоторых ме-

таллов (V, Ni, Co, Fe, U) в виде сложных комплексов. Типичными для биту-

мов являются функциональные группы: ОН, -CH=CH-, COOR, СОО, СООН. 

О качественном составе входящих в битумы углеводородов позволяет судить 

отношение С/Н, для нафтеновых углеводородов оно выше, чем у парафино-

вых, для ароматических выше, чем у нафтеновых [3]. 
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Основные технические характеристики битумов связаны с их реологи-

ческими свойствами, которые необходимо определять в широком диапазоне 

температур, диктуемом условиями применения этих материалов. 

При низких температурах битумы ведут себя как упругие тела. Модуль 

деформации в этом случае идентичен модулю упругости и имеет для всех би-

тумов значение около 
33 10E   МПа. С увеличением температуры, длительно-

сти действия нагрузки и ее величины модуль деформации битумов существенно 

увеличивается, материал приобретает упругопластические свойства [4]. 

Переход битумов из упругопластического состояния в вязкопластиче-

ское происходит в интервале температур от 30 до 40 °С. При температуре 

выше 70 °С битумы становятся псевдопластическими, а при температуре бо-

лее 100 °С – ньютоновскими жидкостями. 

Вязкопластические свойства битумов в интервале температур от 30 до 

70 °С объясняются их структурой. Если величина напряжения, приложенного 

к среде, мала, то течение происходит в пластическом режиме вдоль тонких 

слоев твердофазной структуры. Сопротивление течению при этом велико, что 

объясняет высокие значения вязкости. Прочность структуры характеризуется 

предельным напряжением сдвига Y. При достижении этого напряжения про-

исходит разрушение твердофазной структуры, что приводит к резкому 

уменьшению вязкости. Таким образом, при высоких сдвиговых напряжениях 

происходит течение вязкой жидкости, содержащей незначительное количе-

ство частиц твердого наполнителя [5]. 

Вязкость битумных вяжущих зависит от соотношения фаз, степени дис-

персности, параметров течения [3] и описывается сложной функциональной 

зависимостью от градиента скорости. В настоящее время изучению особенно-

стей течения неньютоновских сред со сложным реологическим поведением 

уделяется значительное внимание [6]. Подробный обзор исследований, посвя-

щенных течениям реологически сложных сред, приведен в монографиях [5–9]. 

В работах [10, 11] проведено исследование течения вязкопластических 

сред в канале с внезапным расширением. Показано, что в случае стационарно-

го течения жидкости Шведова – Бингама в области уступа реализуется режим 

с образованием зоны квазитвердого течения [10]. В работе [11] для описания 

вязкопластических свойств среды использовалась модель Балкли – Гершеля. 

Проведено исследование установившегося течения как для ньютоновской 

жидкости с образованием циркуляционной области в области уступа, так 

и для неньютоновской среды с застойной зоной. 

В работах [12–14] проведено моделирование течения жидкости Балк-

ли – Гершеля со свободной поверхностью, реализующегося при заполнении 

каналов в поле силы тяжести. Выявлено три характерных режима заполнения: 

режим полного заполнения, промежуточный режим с образованием воздуш-

ных полостей на твердой стенке и струйный режим. Исследованы течения, 

и выявлены различные режимы заполнения для двух ориентаций направления 

течения относительно действия гравитационных сил. 

В работе [15] разработана математическая модель процесса симметрич-

ного течения вязкопластической среды Балкли – Гершеля в зазоре вращаю-

щихся валков, учитывающая влияние гравитационных сил. Для валка единич-
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ной длины найдены интегральные параметры: сила трения, величина распор-

ного усилия, технологическая мощность процесса. 

В работе [16] проведено численное моделирование течений вязкопла-

стической несжимаемой среды в канале с периодически меняющимися стен-

ками. Исследовано влияние предела текучести и амплитуды возмущения гра-

ницы на расположение жестких зон. 

В работе [17] в рамках реологической модели Шведова – Бингама полу-

чено точное решение модельной задачи о движении квазитвердого ядра не-

ньютоновской жидкости в бесконечном плоском канале при скачкообразном 

изменении градиента давления. Проведено сравнение числовой оценки с ана-

логичными результатами, полученными ранее другими авторами приближен-

ными методами. 

Исследованию влияния закрутки на структуру течения неньютоновских 

сред посвящены работы [18–21]. Результаты исследований течения закручен-

ного потока псевдопластической жидкости в цилиндрическом канале [18] по-

казывают, что с ростом сдвиговых напряжений, вызванных закруткой потока, 

эффективная вязкость уменьшается. В результате этого в приосевой части ка-

нала формируется зона пониженного давления, которая при меньшей закрутке 

потока приводит к образованию зоны возвратных течений. При течении дила-

тантных сред [19] с ростом сдвиговых напряжений, вызванных закруткой по-

тока, происходит увеличение эффективной вязкости жидкости. При этом 

с увеличением показателя нелинейности размеры рециркуляционной зоны 

и интенсивность рециркуляции жидкости в ней уменьшаются. В работе [20] 

представлены результаты исследований течения закрученного потока вязко-

пластической жидкости Шведова – Бингама в цилиндрическом канале. Уста-

новлено, что с увеличением предельного напряжения сдвига и пластической 

вязкости воздействие закрутки на структуру течения становится менее выра-

женным: глубина провала осевой скорости уменьшается вплоть до полного 

его исчезновения. 

При течении закрученного потока псевдопластической жидкости с пре-

делом текучести Балкли – Гершеля в цилиндрическом канале при одном и том 

же числе Россби интенсивность рециркуляции тем больше, чем меньше зна-

чения предельного напряжения сдвига, консистенции и показателя нелиней-

ности [21]. 

В работах [22–30] проведен цикл теоретических исследований процессов 

течения и модифицирования битумов в технологических устройствах. В статье 

[22] приведены результаты исследования процессов модифицирования битумов 

в кавитационно-смесительном диспергаторе (КСД). В работе [23] исследован 

процесс модификации битумов в инжекторном смесителе. Изучено влияние 

геометрических и режимных параметров установки и интенсивности закрутки 

потока на характеристики смешения. В работе [24] построена модель движения 

пузырька в закрученном потоке неньютоновской жидкости. Изучено влияние 

физических характеристик жидкости и скорости ее движения на динамику пу-

зырька, что дает возможность оптимизировать процесс вспенивания битума, 

улучшая его свойства. В работах [25, 26] исследовано влияние закрутки на про-

цессы турбулизации и реламинаризации потока битумных вяжущих в техноло-
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гических устройствах. В работе [27] проведено исследование особенностей те-

чения и характеристик тепломассопереноса турбулизированной сильновязкой 

битумно-дисперсной среды при течении в охлаждаемом канале в прямоточном 

и закрученном потоках. Расчеты показывают, что тепло, возникающее в потоке 

вследствие вязкого трения, может оказывать значительное влияние на условия 

теплообмена со стенкой. В работах [28, 29] исследован процесс образования 

кавитационных пузырьков в кавитационно-смесительном диспергаторе. Уста-

новлено, что формирование зоны кавитации осуществляется в области пережи-

ма канала, где происходит значительное увеличение скорости потока и, соот-

ветственно, уменьшение давления. В работе [30] разработана физико-

математическая модель и выполнен расчет распада струи битума в спутном за-

крученном потоке водной фазы. Показано, что рост закрутки потока приводит 

к интенсификации турбулентности в потоке и, следовательно, способствует бо-

лее быстрому распаду струи. При этом становится более энергетически выгод-

ным формирование капель меньшего размера. 

Целью настоящей работы является исследование установившегося те-

чения битумного вяжущего, описываемого моделью Шведова – Бингама, 

в цилиндрическом канале. 

Математическая модель 

При описании движения жидких сред, как правило, используют подход 

Эйлера [31], в рамках которого рассматривают изменение скорости частиц, 

проходящих через определенную точку пространства.  

Деформационное течение определяется тензором скоростей деформа-

ций, компоненты которого в декартовой системе координат имеют вид 
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Напряженное состояние среды описывается тензором напряжений ij , 

который можно разложить на девиатор ij  и шаровую часть p , называемую 

давлением [32]: 

 ij ij ijp      . (2) 

Для построения моделей жидких сред нужно установить связь между 

девиаторами тензора скоростей деформации и тензора напряжений [8, 33]. 

В тензорно-линейных моделях такая связь задаѐтся соотношениями 

 2ij ijK   . (3) 

В классических моделях предполагается зависимость K только от второ-

го инварианта девиатора тензора скоростей деформации. В качестве вторых 

инвариантов тензоров   и   удобно ввести 

 2 D D
ij jiU    ,     / 2ij ijT    , (4) 

где 
1

3

D
ij ij kk      – компоненты девиатора тензора скоростей деформации. 
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Из соотношения (3) вытекает следующее соотношение между инвари-

антами: 

 Т KU . (5) 

Если связь (5) установлена, то, подставляя еѐ в уравнения движения 

и присоединяя уравнение неразрывности, а также формулируя необходимые 

начальные и граничные условия, получим замкнутую систему для определе-

ния поля течения. 

К настоящему времени разработано большое количество реологических 

моделей, описывающих поведение неньютоновских сред [35]. Простейшей 

моделью вязкопластичной жидкости является модель Шведова – Бингама, ли-

нейно сочетающая предельное напряжение сдвига 
Y
  и вязкость  . [8, 34]. 

Предельное напряжение сдвига впервые было обнаружено русским ученым 

Ф.Н. Шведовым у растворов желатина, а затем американским ученым 

Ю. Бингамом у масляных красок, которые до этого считались ньютоновскими 

жидкостями. 

Реологический закон Шведова – Бингама для вязкопластических сред 

для установившегося течения в канале можно записать в виде 
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Рассмотрим осесимметричное установившееся течение в круглой трубе 

радиуса R , которое происходит под действием заданного постоянного гради-

ента давления: 

 const
p p

x L

 
  


. (7) 

Координату x , отсчитываемую вдоль оси трубы, направим вниз по по-

току. Ограничимся исследованием стабилизированного течения вдали от 

входного течения, когда жидкость движется параллельно оси трубы. Уравне-

ние динамики для жидкости Шведова – Бингама приобретает вид 

 pl

1
Y

u p
r

r r r x

    
    

    
. (8) 

Выпишем необходимые граничные условия. Характерной особенностью 

данной задачи является то, что кроме условий симметрии на оси течения 

и условий прилипания на твердой стенке необходимо задать условия перехода 

к пластическому режиму течения на границе жесткой зоны, которая, в свою 

очередь, подлежит определению. 

Таким образом, при течении вязкопластической жидкости необходимо 

дополнительно определить границу области деформаций, на которой должны 

выполняться условия непрерывности скорости и равенства нулю тензора де-

формаций или, что эквивалентно, его интенсивности. 

В результате граничные условия имеют вид 

 0:r   0,
u

r





     :Yr r  0,

u

r





     :r R  0.u   (9) 
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Интегрирование уравнения (8) с учетом граничных условий приводит 

к следующему результату: 

 pl

1

2
Y

u p
r

r x

 
  

 
. (10) 

Таким образом, граница жесткой зоны может быть определена как 

 

1

2Y Y

p
r

x




 


. (11) 

В центре канала образуется зона движения, в которой деформации от-

сутствуют. При этом величина Yr  определяет условие, при котором возможно 

течение в канале. Течение в канале реализуется при выполнении условия 

Yr R , если YR r , то происходит запирание канала, и течение становится 

невозможным. 

Во внутренней области течения Yr r  среда движется как твердое тело 

с плоским профилем осевой скорости: 

 

22

pl pl

1 1
4

Y Y Yr R rR p
u

x R R

      
               

. (12) 

В пристеночной области распределение осевой скорости имеет парабо-

лический характер: 

 

22

pl pl

1 1
4

Y RR p r r
u

x R R

      
              

. (13) 

Расход жидкости через поперечное сечение трубы вычисляется по формуле 

 

44

pl0

4 1
2 1 ,

8 3 3

R
Y Yr rR dp

Q urdr
dx R R

   
           

  

а среднерасходная скорость определяется как 

 

42

2
pl

4 1
1

8 3 3

Y Yr rQ R dp
u

dx R RR

  
          

. (14) 

Вязкие свойства потока можно характеризовать двумя величинами: эф-

фективной вязкостью eff , определяющей локальные свойства течения, и сред-

нерасходной вязкостью  , определяющей интегральные свойства потока. 

Эффективная вязкость жидкости Шведова – Бингама eff  для гидроди-

намически стабилизированного течения в цилиндрической трубе может быть 

рассчитана с помощью реологического соотношения 

 

1

eff pl Y

du

dr



    . (15) 

Первое слагаемое в (15) pl характеризует так называемую пластиче-

скую вязкость, второе – 

1

str Y

du

dr



    – структурную вязкость, связанную 
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с необходимостью приложения напряжений, превосходящих предел текучести 

для разрушения структуры вязкопластической среды. 

Для определения эффективной вязкости воспользуемся реологическим 

соотношением (10) с учетом радиального распределения скорости (12), (13). 

В результате в зоне ( Yr r ) течения получим 

 eff pl
Y

r

r r
  


. (16) 

В жесткой зоне среда ведет себя как твердое тело с бесконечно большой 

вязкостью. 

Определим среднерасходную вязкость неньютоновской жидкости   как 

вязкость ньютоновской жидкости, движущейся со среднерасходной скоро-

стью u  в трубе радиусом R  под действием перепада давления 
dp

dx
. Введение 

среднерасходной вязкости позволяет при проведении гидравлических расче-

тов вместо неньютоновской среды рассматривать ньютоновскую жидкость 

с вязкостью  . 

Для ньютоновской жидкости связь между перепадом давления и массо-

вым расходом определяется выражением [24] 

 
4

8

R dp
Q

dx




 .
 (17) 

Таким образом, среднерасходная вязкость потока   будет равна 

 

1
4

pl

4 1
1

3 3

Y Yr r

R R


  

          

. (18) 

В технических расчетах принято связывать перепад давления со средне-

расходной скоростью течения с использованием коэффициента сопротивле-

ния  . Для этого предполагается, что перепад давления должен быть пропор-

ционален динамическому напору: 

 
2

4

dp u

dx R


  . (19) 

Подставляя в равенство (19) значения 
dp

dx
 из формулы (17), получим 

выражения для коэффициента сопротивления: 

 
64

32
ReuR


  


, (20) 

где Re ud   – число Рейнольдса, построенное по среднерасходной скоро-

сти u , среднерасходной вязкости   и диаметру трубы 2d R . 

Равенство (20) выражает закон сопротивления для течения вязкопласти-

ческой жидкости Шведова – Бингама. 
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Результаты математического моделирования 

Перейдем к анализу полученных результатов. Диапазон изменения па-

раметров был выбран следующим: предельное напряжение сдвига – Y   

0,1–10  Па, пластическая вязкость изменялась в пределах pl 0,1–1  Пас, пе-

репад давления – 100–2000dp dx  Па/м. Радиус канала составлял 0,1R  м. 

На рис. 1 показана зависимость относительной эффективной вязкости 

eff pl   от безразмерной радиальной координаты r R  . Это распределе-

ние, типичное для вязкопластических сред, имеет вид гиперболы. Вертикаль-

ная асимптота этой гиперболы смещена от оси течения на расстояние Yr R , 

что соответствует наличию в потоке жесткой зоны. Таким образом, в перифе-

рийной и пристеночной части течения эффективная вязкость характеризуется 

низкими значениями. Однако в окрестности жесткой зоны наблюдается суще-

ственный рост значений эффективной вязкости. В жесткой зоне при Yr R   

эффективная вязкость eff    . Уменьшение эффективной вязкости вяз-

копластических сред с ростом скоростей сдвиговых деформаций в реологии 

объясняется процессами разрушения микроструктуры среды [2]. 

Анализ формулы (16) показывает, что эффективная вязкость потока 

прямо пропорциональна пластической вязкости pl  и нелинейным образом 

зависит от числа Бингама Bn Yr R . Из рис. 1 видно, что с уменьшением 

значений Bn  свойства среды приближаются к ньютоновским. Этот результат 

объясняется преобладающей ролью ньютоновских свойств течения в потоках 

с низкими значениями числа Bn . 
 

 
 

Рис. 1. Радиальное распределение относительной эффективной вязкости: 

1 – Bn = 0 (ньютоновская жидкость); 2 – 0,25; 3 – 0,50; 4 – 0,75; 5 – 0,9 
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На рис. 2 показана зависимость относительного значения среднерасход-

ной вязкости pl   от перепада давления 
dp

dx
. 

 

pl   

Па/м ,
dx

dp

 
 

Рис. 2. Зависимость относительной величины среднерасходной вязкости pl   от пере-

пада давления 
dp

dx
: 

1 – 0,1Y  Па; 2 – 1 Па; 3 – 10 Па 

 

Как видно из рисунка, при малых значениях Y  неньютоновские свой-

ства среды выражены слабо: отношение среднерасходной вязкости к пластиче-

ской близко к единице. С увеличением Y  величина среднерасходной вязкости 

увеличивается. Этот эффект наиболее выражен для низкоскоростных потоков, 

движущихся при малом перепаде давления. С ростом перепада давления жид-

кость становится более подвижной. Это приводит к уменьшению значений  . 

При этом при больших значениях 
dp

dx
 величина среднерасходной вязкости мо-

нотонно убывает, асимптотически стремясь к пластической вязкости pl . 

Результаты, представленные на рис. 2, можно систематизировать, если 

рассмотреть зависимость pl   от числа Бингама Bn  (рис. 3). 

При Bn 0,1  величина среднерасходной вязкости превышает pl  на 

15 %. Однако с ростом значений числа Бингама Bi  различие в значениях   

и pl  увеличивается: при Bn 0,38  величина среднерасходной вязкости в два 

раза превышает pl , а при Bn 0,76  – в десять раз. Отметим, что при Bn 1  
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величина среднерасходной вязкости  . Этот факт объясняется тем, что 

в потоках с малыми значениями числа Bn  преобладают ньютоновские свой-

ства, а при больших значениях числа Bn  – нелинейные свойства, связанные со 

структурированием среды. Таким образом, если при течении вязкопластиче-

ской жидкости число Бингама Bn 0,10 , то неньютоновские свойства течения 

проявляются незначительно, и с точностью, достаточной для инженерных рас-

четов, можно рассматривать течение ньютоновской жидкости с вязкостью pl . 

 

 
 

Рис. 3. Зависимость относительной величины среднерасходной вязкости    от числа 

Бингама 

 

На рис. 4 представлены радиальные распределения скорости, рассчи-

танные для одних и тех же значений реологических параметров pl , Y , но 

различных перепадов давления. Из рисунка хорошо заметны основные отли-

чительные черты вязкопластического течения: квазитвердый профиль в при-

осевой зоне и параболический в пристеночной области. С увеличением пере-

пада давления 
dp

dx
 происходит уменьшение размеров жесткой зоны. Эффек-

тивная вязкость среды уменьшается с ростом перепада давления, это 

приводит к увеличению скорости потока. 

С увеличением предельного напряжения сдвига Y  среда становится 

менее подвижной, жесткая зона, локализованная в приосевой части трубы, 

увеличивается в размерах (рис. 5). В результате расход жидкости уменьшает-

ся. При этом значения скорости уменьшаются по всему сечению трубы. 

Вариация значений пластической вязкости pl  не влияет на положение 

жесткой зоны. Однако с ростом pl  происходит увеличение эффективной вяз-
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кости потока, что приводит к росту гидравлического сопротивления. В резуль-

тате происходит уменьшение скорости потока и расхода жидкости (рис. 6). 
 

 
 

Рис. 4. Радиальное распределение скорости. pl 0,1  Па∙с, 7,5Y  Па: 

1 – 200
dp

dx
  Па/м; 2 – 400 Па/м; 3 – 600 Па/м; 4 – 800 Па/м 

 

 
 

Рис. 5. Радиальное распределение скорости. 200
dp

dx
 Па/м, pl 0,1  Па∙с: 

1 – 0Y   (ньютоновская жидкость); 2 – 0,1Y  Па; 3 – 1 Па; 4 – 5 Па; 5 – 7,5 Па 
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Рис. 6. Радиальное распределение скорости. 400
dp

dx
 Па/м, 5Y  Па: 

1 – pl 0,1   Па∙с; 2 – 0,25 Па∙с; 3 – 0,5 Па∙с 

 

Заполненность профиля скорости характеризует параметр max2u u  , 

представляющий отношение удвоенного значения среднерасходной скорости 

к скорости на оси течения. Для ньютоновской жидкости 1  . При течении вяз-

копластической жидкости Шведова – Бингама   является функцией числа Bn  

 22 1
1 Bn Bn

3 3
    . (21) 

Результаты расчетов показывают, что 1  . Это свидетельствует 

о большей заполненности профиля скорости: радиальное распределение ско-

рости с ростом числа Bn  становится более пологим. С уменьшением значе-

ний числа Бингама Bn  ньютоновские свойства становятся доминирующими. 

В результате этого профиль скорости становится менее заполненным, а значе-

ния 1  (рис. 7). 

На рис. 8 показано изменение коэффициента гидравлического сопро-

тивления   с ростом перепада давления 
dp

dx
 для различных значений пласти-

ческой вязкости pl  и предельного напряжения сдвига Y . С увеличением 

значений пластической вязкости pl  возрастает диссипация механической 

энергии потока, что приводит к росту гидравлического сопротивления. Не-

ньютоновские свойства среды, обусловленные наличием внутренней структу-

ры, приводят к увеличению гидравлического сопротивления. Наибольшее 
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увеличение   с ростом предельного напряжения сдвига Y  происходит при 

малых значениях перепада давления 
dp

dx
. 

 
 

Рис. 7. Зависимость коэффициента заполненности профиля скорости от числа Бингама 
 

Па/м ,
dx

dp

 
 

Рис. 8. Зависимость коэффициента гидравлического сопротивления от перепада давления: 

1200  кг/м3; 1 – pl 0,1  Па∙с, 0,1Y  Па; 2 – pl 0,1  Па∙с, 1Y  Па; 3 – 

pl 0,1  Па∙с, 10Y   Па; 4 – pl 1  Па∙с, 0,1Y  Па; 5 – pl 1  Па∙с, 1Y   Па; 

6 – pl 1  Па∙с, 10Y   Па; ● – 1  Па∙с (ньютоновская жидкость); ▪ – 

0,1  Па∙с (ньютоновская жидкость) 
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При малых значениях предельного напряжения сдвига Y  вклад струк-

турной вязкости str  в рост гидравлического сопротивления незначителен. 

При больших Y  коэффициент гидравлического сопротивления жидкости 

Шведова – Бингама существенно превышает коэффициент сопротивления 

ньютоновской жидкости с вязкостью pl   , движущейся под тем же перепа-

дом давления. 

С увеличением значений 
dp

dx
 гидравлическое сопротивление потока 

уменьшается. При больших значениях перепада давления 
dp

dx
 величина ко-

эффициента гидравлического сопротивления  , рассчитанная для жидкости 

Шведова – Бингама, приближается к значениям, рассчитанным для ньютонов-

ской жидкости с вязкостью pl . 

Для определения влияния неньютоновских свойств среды можно рас-

смотреть отношение коэффициента гидравлического сопротивления жидкости 

Шведова – Бингама   к коэффициенту гидравлического сопротивления нью-

тоновской жидкости N  с вязкостью pl   . С учетом соотношений (14), (18) 

это отношение равно 

 

2
44 1

1 Bn Bn
3 3N


  

     
  

. (22) 

Зависимость  Bn   представлена на рис. 9. 

 

 

 
Рис. 9. Влияние числа Бингама на гидравлическое сопротивление 
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Как видно из рисунка,  монотонно возрастает с ростом числа Бингама. 

При Bn = 0,1 коэффициент гидравлического сопротивления жидкости Шведо-

ва – Бингама на треть превышает коэффициент гидравлического сопротивления 

ньютоновской жидкости: 1,33 , при Bn 0,54  происходит десятикратное 

увеличение гидравлического сопротивления, при Bn 1  величина  . 

Заключение 

Проведенные исследования показали, что при значениях числа Бингама 

Bn < 0,1 неньютоновские свойства течения можно не учитывать. 

Для Bn > 0,2 коэффициент гидравлического сопротивления жидкости 

Шведова – Бингама существенно превышает коэффициент сопротивления 

ньютоновской жидкости с вязкостью pl, движущейся под тем же перепадом 

давления. 

Распределение эффективной вязкости имеет вид гиперболы. Вертикаль-

ная асимптота этой гиперболы смещена от оси течения на расстояние rY /R, 

что соответствует наличию в потоке жесткой зоны. С увеличением пластиче-

ской вязкости pl и предельного напряжения сдвига Y величина среднерас-

ходной вязкости уменьшается. 
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