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РАСЧЁТ И ОПТИМИЗАЦИЯ КОЛОНН  

СТУПЕНЧАТОЙ ЖЁСТКОСТИ  

В УСЛОВИЯХ ПРОДОЛЬНО-ПОПЕРЕЧНОГО ИЗГИБА 

Рассматривается задача расчѐта и оптимизации колонн ступенчатой жѐсткости, вхо-

дящих в состав стержневого каркаса промышленного здания. В качестве исследуемого 

объекта выбран двухпролѐтный поперечник одноэтажного промышленного здания. Раз-

работана методика квазистатического расчѐта наиболее нагруженной средней колонны 

поперечника. Расчѐт проводился приближенным методом по предельной нагрузке. Кри-

тический «эйлеровский» параметр сжимающей продольной нагрузки определялся на ос-

нове составления дифференциальных уравнений изгиба при бифуркационной форме по-

тери устойчивости на участках колонны. Задача оптимизации параметров сечений ко-
лонны на участках ставилась и решалась как задача нелинейного математического 

программирования. Рассмотрен пример оптимизации средней колонны поперечника 

с использованием разработанной методики расчѐта при составлении системы ограниче-

ний в формируемой задаче оптимизации. 
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STIFFNESS ANALYSIS AND OPTIMIZATION  

OF STEPPED COLUMNS UNDER COMBINED BENDING  

AND COMPRESSION 

The paper presents the stiffness analysis and optimization of stepped columns constituting 

the core frame of the industrial building. The two-span cross section of a one- storey industrial 

building is investigated herein. The quasi-static calculation is performed using the limited load 

approximation method for the cross-section of the most loaded middle column. The critical 

Euler characteristic of the compressive longitudinal load is determined by the differential 

bending equations at the bifurcation instability in the column sections. The parameter optimi-

zation of the column cross-section is achieved through the nonlinear mathematical program-

ming. The optimization of medium column cross-section is considered using the proposed cal-

culation when setting a set of constraints for the optimization task. 
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Введение 

Колонны ступенчатой жѐсткости широко используются в строительной 

практике, прежде всего в составе каркасов промышленных зданий. При расчѐ-

те каркаса часто ограничиваются квазистатическим расчѐтом в линейной по-

становке на заданную нагрузку и бифуркационным расчѐтом на устойчивость 

каркаса с перемещением нагрузки в узлы. 

Вопросам потери устойчивости как отдельных сжатых стержней, так 

и стержневых систем посвящено множество работ: раздел в учебной литера-

туре [1–4 и др.]; монографии и статьи [5–10]; разделы в нормативной и спра-

вочной литературе. При этом, как правило, используется линейно упругая мо-

дель материала, а проектные расчѐты ведутся по расчѐтным нагрузкам и рас-

чѐтным сопротивлениям. 

Значительно меньше внимания в учебной и научной литературе уделено 

вопросом оптимизации стержней (в том числе колонн ступенчатой жѐсткости 

в условиях продольных и продольно-поперечных изгибов). Здесь можно от-

метить работы [11–20], в том числе такие, в которых в числе ограничений 

в задаче оптимизации используют ограничения по частотам колебаний 

и устойчивости[13, 18–20]. 

В настоящей работе на примере поперечника стержневого каркаса одно-

этажного двухпролѐтного промышленного здания, представленного на рис. 1, 

предлагаются методики расчѐта и оптимизации наиболее нагруженных средних 

ступенчатых колонн каркаса в условиях продольно-поперечного изгиба. 

 

 
 

Рис. 1 
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1. Основные допущения при расчѐте. Методика расчѐта средней колонны 

ступенчатой жѐсткости 

К основным допущениям при расчѐте отнесены: 

– расчѐт полного каркаса заменяется расчѐтом поперечника; 

– все колонны каркаса имеют одинаковую изгибную жѐсткость; 

– продольными деформациями ригелей поперечника (на рис. 1 это раз-

резные фермы с шарнирным опиранием на колонны) можно пренебречь; 

– нагрузки на поперечник (собственный вес, вес покрытия, ветровая, 

снеговая и крановая) передаются в узлах колонн; 

– изгибающие моменты и горизонтальные усилия от крановой нагрузки, 

передающиеся на колонны каркаса, не учитываются. 

На рис. 2 приведена расчѐтная схема поперечника, составленная с учѐ-

том сделанных допущений. Параметры ,
1

q  
2

q  поперечной ветровой нагрузки 

и параметр F  продольной нагрузки на колонны рассчитывались с использо-

ванием нормативных источников при шаге колонн в продольном направлении 

здания, равном 6 м. 

 

 
 

Рис. 2 

1.1. Линейный расчѐт средней ступенчатой колонны  

в составе статически неопределимой рамы 

Расчѐт в линейной постановке проводится по недеформированной схе-

ме. Расчѐтная схема поперечника (рис. 2) представляет собой двухпролѐтную, 

дважды статически неопределимую раму, в состав которой входят три верти-

кальных стержня ступенчатой жѐсткости (колонны) и два горизонтальных 

элемента (ригели), соединяющих колонны в верхних узлах. 

При определении усилий в стойках от вертикальных нагрузок система 

является статически определимой. Продольные силы в стойках можно найти 

методом сечений. Для средней стойки они равны: 

 1 760 кН,N F   2 2(1 ) 1180 кН,N F K    2 0,55.K   
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Для расчѐта на действие ветровой нагрузки был использован метод сил. 

Основная система метода сил была образована путем отбрасывания продоль-

ных связей элементов ригелей (рис. 3). При этом система распадается на три 

независимые части, удобные для расчѐтов. 

 

 
 

Рис. 3 

 

Для определения неизвестных составлена система канонических урав-

нений метода сил: 
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Коэффициенты при неизвестных и свободных членах системы (1) опре-

делились на основе сопряжения единичных и грузовых эпюр, представленных 

на рис. 4. 

 

 
 

Рис. 4 
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После вычисления коэффициентов и свободных членов канонических 

уравнений и решения системы (1) получены выражения для неизвестных: 

 2

0,4
,

3

qC
x

d


      1 ,

3

qC
x

d
  (2) 

где 
4

3 3 31 2
1 1 2 1 2

1 2

1,51
4( 0,5 ) ( ) ,

12

h h
C h h h h h

EJ EJ

 
        

  

 (3) 

 
3

2 21 2
1 2 1 2

1 2

1
3 3 .

3

h h
d h h h h

EJ EJ

 
      

  
 (4) 

Выражения (2) позволяют найти суммарную горизонтальную нагрузку 

на среднюю колонну в узле 4: 

 1 2

1,4
.

3

qC
p x x

d
    (5) 

Усилия от поперечной ветровой нагрузки в сечениях 5, 6 средней ко-

лонны равны соответственно: 

 5П 1,M Ph  6П 1 2( ).M P h h   

Горизонтальные перемещения узлов 4, 5 от поперечной нагрузки можно 

найти по методу Мора, сопрягая эпюру моментов в средней стойке с соответ-

ствующими единичными эпюрами в основной системе метода сил: 

 
3

2 21 2
П4 1 2 1 2

1 2

(3 3 ) ,
3

h hP
U h h h h

EJ EJ

 
     

 
 (6) 

 22
П5 2 1 2

2

(2 3 ).
6

Ph
U h h h

EJ
   (7) 

1.2. Расчѐт средней колонны в условиях продольно-поперечного изгиба 

В данном случае расчѐт необходимо проводить по нагрузке. Согласно 

такому подходу, при расчѐтах на прочность и жѐсткость параметры нагруже-

ния на среднюю колонну увеличивают до предельного уровня: 

 lim Н ,P Pk  lim Н ,F Fk  (8) 

где Н 1k   – коэффициент запаса по нагрузке. 

Используя приближенный метод расчѐта при продольно-поперечном изги-

бе [1], необходимо корректировать величины усилий и перемещений, получен-

ные при линейном расчѐте на предельную нагрузку, умножая их на коэффициент 

 П
Н

c Э

1
,

1
r

k
Fk

F





 (9) 

где c ЭrF  – критическое значение параметра продольной нагрузки в постанов-

ке Эйлера при потере устойчивости в плоскости изгиба. Далее, при составле-

нии условий прочности и жѐсткости полученные предельные значения пара-

(2) 
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метров состояния делятся на коэффициент Нk  и сравниваются с допускаемы-

ми значениями. 

Например, при проверке прочности по максимальным нормальным 

напряжениям условие прочности записывается в виде 

 П П Н

Н

c Э

( ) ( ) ( )( )
max ,

1

x

r

M x N x U x kN x
R

A W Fk
W

F

  
 
 

 
 

 (10) 

где ,A  W  – площадь и момент сопротивления рассматриваемого сечения 

средней колонны; x  – координата сечения вдоль продольной оси. 

При определении c ЭrF  использовался алгоритм определения критиче-

ского параметра продольной нагрузки для стержней ступенчатой жѐсткости 

с линейно упругой связью в верхнем сечении, разработанный с участием од-

ного из авторов настоящей работы [17]. Чтобы воспользоваться данным алго-

ритмом, необходимо определить жѐсткость 4C  упругоподатливой связи в уз-

ле 4 (рис.  5), моделирующей влияние двух крайних колонн. Перемещения 

верхних сечений крайних колонн от единичного силового воздействия опре-

делялись по методу Мора путѐм сопряжения половины эпюры 1M  (см. рис. 4) 

самой на себя с учѐтом изгибных и жесткостей 1,EJ  2EJ  участков: 
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Рис. 5 
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Величина жѐсткости обратно пропорциональна податливости колонны 

1 1/ ,C d  а для двух крайних колонн, моделирующих упругую связь средней 

колонны: 

 4 1 7 2 / .C C C d    (11) 

2. Постановка и решение задачи оптимизации средней колонны 

Задача оптимизации средней колонны поставлена в форме задачи нели-

нейного математического программирования: 

Требуется найти 

 min ( ),F X  nX E  (12) 

c соблюдением ограничений вида 

 ( , ( )) 0,Jg X P X   1, ..., ;j m  (13) 

 ,min ,max .i i iX X X   (14) 

В выражениях (12) – (14): ( )F X  – целевая функция; ,iX  1, ...,i n  – ва-

рьируемые параметры; ( )P X  – вектор параметров состояния колонны. 

В качестве целевой функции принят объѐм материала колонны 

(сталь 3). Варьируемыми параметрами являются размеры двутавровых сече-

ний колонны на участках 1, 2 (рис. 5): 

 1 1;fX b  2 1;fX t  3 1;wX h  4 1;wX b  5 2;fX b  

 2 2;fX t  3 2;wX h  8 2.wX t  

В состав ограничений (13) входят: ограничения по прочности вида (10); 

ограничения по жѐсткости вида 

 П4 4
4 ,

400
1 Н

cr

U H
U

Fk

F

 



 (15) 

где П4U  – поперечное перемещение узла 4 от нормативной ветровой нагруз-

ки; 4 1 2.H h h   

Кроме того, в состав ограничений введены параметрические ограниче-

ния (14), а также конструктивные ограничения на соотношения размеров по-

лок и стенок сварных двутавров на следующих участках: 

 1

2

30;
X

X
      3

4

80;
X

X
      5

6

30;
X

X
      7

8

80.
X

X
  (16) 

При принятых варьируемых параметрах выражение для целевой функ-

ции имеет вид 

 1 2 3 4 1 5 6 7 8 2( ) (2 ) (2 ) .F X X X X X h X X X X h     (17) 

Для удобства при решении и обработке результатов поставленной зада-

чи оптимизации все ограничения преобразовывались к безразмерному виду 

 ( , ( )) 1 0,Jg X P X    1, ..., 2 4.j m n    (18) 
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Сформированная условно-экстремальная задача оптимизации ступенча-

той колонны решалась на основе метода подвижного внешнего штрафа [15] 

и с использованием программного модуля для решения сформированных за-

дач оптимизации [16]. Ограничения по прочности и жѐсткости строились на 

основе разработанной методики расчѐта колонны по нагрузке в условиях про-

дольно-поперечного изгиба. В таблице приведены результаты оптимизации по 

объѐму материала средней, наиболее нагруженной колонны поперечника. 

 

Результаты оптимизации колонны с учѐтом и без учета 

ограничения по жѐсткости 

Вид 

параметра 

Значения параметров в оптимальном проекте 

без учѐта 

ограничения по жѐсткости 

с учѐтом 

ограничения по жѐсткости 

*( ),F X  
3(м )  0,131 0,214 

*
1 ,X  (м)  0,181 0,15 

*
2 ,X  (м)  0,0078 0,0059 

*
3 ,X  (м)  0,464 0,625 

*
4 ,X  (м)  0,0058 0,0079 

*
5 ,X  (м)  0,15 0,20 

*
6 ,X  (м)  0,008 0,0122 

*
7 ,X  (м)  0,80 1,03 

*
8 ,X  (м)  0,01 0,0128 

1

max
σ ,  (МПа)  200,5 169,4 

2

max
σ ,  (МПа)  188,8 101,9 

4 ,v  (м)  0,828 0,0375 

Э ,crF  (кН)  999 2661 

 

Анализируя результаты оптимизации, приведѐнные в таблице, отметим 

следующее: 

– включение ограничений по жѐсткости в данной задаче значительно 

увеличивает расход материала (на 63 %); 

– без учѐта ограничения по жѐсткости активными были ограничения по 

прочности, а с его учѐтом активным становилось ограничение на перемеще-

ние верхнего узла 4 средней колонны; 

– без учѐта ограничения по жѐсткости часть параметрических ограниче-

ний размеров сечений вышла на нижнюю границу; 
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– значительная толщина стенки сечений колонн получена вследствие 

активности конструктивных ограничений на соотношение высоты и толщины; 

– при отсутствии ограничения на перемещение значение продольной 

нагрузки (780 кН) становится ближе к критической «эйлеровой» нагрузке 

в оптимальном решении, при этом значительно возрастают приближѐнное 

значение прогиба колонны (0,828 м) и вклад продольной нагрузки в ограниче-

ния по прочности. 

Выводы 

1. Разработана инженерная методика расчѐта по нагрузке колонн сту-

пенчатой жѐсткости, деформируемых в составе каркаса промышленного зда-

ния в условиях продольно-поперечного изгиба. 

2. Поставлена и решена задача оптимизации сечений средней, наиболее 

нагруженной колонны каркаса промышленного здания с использованием раз-

работанной инженерной методики расчѐта колонн на этапе формирования 

ограничений задачи оптимизации. 

3. Выявлено наиболее существенное влияние на оптимальный проект 

ограничений на перемещения узлов колонн (они становятся наиболее актив-

ными при сближении параметра продольной нагрузки с его критическим зна-

чением по Эйлеру в плоскости изгиба). 
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