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ПРИ ОГРАНИЧЕНИЯХ ПО УСТОЙЧИВОСТИ  

ИЛИ НА ВЕЛИЧИНУ ПЕРВОЙ ЧАСТОТЫ  

СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ  

С УЧЁТОМ ТРЕБОВАНИЙ ПРОЧНОСТИ 

В одной из предыдущих работ авторов данной статьи рассматривалась задача об 

оценке близости решения к проекту минимальной материалоёмкости при оптимизации 

ширины полок стержней двутаврового поперечного сечения при ограничениях по 

устойчивости или величины первой частоты собственных колебаний с учётом требова-

ний прочности в случае непрерывного изменения варьируемых параметров по длине 

стержня. При этом известно, что в строительной практике в основном стержни проекти-

руются с куcочно-постоянным изменением параметров сечения. В другой статье авторов 

был сформулирован критерий оценки оптимальных решений при формирования кусоч-

но-постоянных участков полки стержней двутаврового сечения при ограничениях по 

устойчивости или величине первой частоты собственных колебаний, но без учёта требо-

ваний прочности. В данной статье рассматривается более общая задача об оценке опти-

мальных решений при формировании кусочно-постоянных участков ширины полок 

стержней двутаврового сечения при ограничениях по устойчивости или величины пер-

вой частоты собственных колебаний, но с учётом требований прочности и некоторых 

конструктивных ограничений. 
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При решении оптимизационных задач [1−7] часто за признак достиже-

ния экстремума принимаются достаточно малые изменения функции цели на 

этапах вычислений. Известны случаи, когда данный признак приводит к ре-

шению, которое значительно отличается от оптимального. Указанное обстоя-

тельство подтверждает актуальность работ − работ, в которых вместе с анали-

зом изменений в процессе вычислений приращений функции цели формули-

руются и используются критерии, оценивающие близость полученных 

решений к оптимуму. 

Так в работах [8−10] рассматривалась задача об оптимизации очертания 

ширины полок двутаврового поперечного сечения стержня, загруженного 

продольной силой и несущего распределённую массу, при ограничениях по 

устойчивости или на величину первой частоты собственных колебаний. Обо-

значения размеров сечения приведены на рис. 1. В процессе оптимизации вы-
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сота сечения 1b , толщина стенки st , толщина 

полки p  не варьируются. Варьируется функция 

2( )b x  изменения ширины полок. 

Функция цели записывается в виде 

                        0 2

0

2 ( )

l

pV b x dx=                           (1) 

или при дискретной модели стержня из n  участков 

                      0 2

1

2( / ) [ ]
n

pV l n b i=  .                   (1а) 

Ограничение по устойчивости записывается в виде 

 kpP P , (2) 

а на величину первой частоты собственных колебаний − в виде 

 0 1  . (3) 

Поясним используемые в (1) − (3) обозначения: 0V  – объём материала 

полки; P  – действующая (приложенная) сила; kpP  – критическая сила для 

стержня; 0  – некоторая заданная величина; 1  – значение первой частоты 

собственных колебаний системы. Требуется отыскать функцию 2( )b x , до-

ставляющую минимум объему материала полок 0V  при условии выполнения 

ограничений (2), (3). Решение этой задачи может быть выполнено одним из 

известных методов оптимизации. 

В упомянутых выше работах [8−10], а также в статьях [13, 14] сформу-

лированы критерии, оценивающие близость полученных в ходе оптимизации 

оптимизационных решений представленной выше задачи к оптимуму. 

В работе [8] предложен критерий, который позволяет оценить близость 

полученного оптимизационного решения к минимально материалоемкому 

проекту. Один из вариантов записи критерия имеет вид: 

    
2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 0( ) ( ) ( )( 2 ) 3 ( ) 2 ( ) const,t t p px x b x b E v x    =  − −  −      =  (4) 

где 1 ( )x  и 1 ( )t x  – соответственно нормальные напряжения в крайних 

волокнах двутаврового сечения и в волокнах на границе стенки и полки, вы-

зываемые изгибающими моментами, возникающими при потере устойчивости 

или собственных колебаниях; E  – модуль упругости материала стержня;   – 

удельная масса; ( ( )v x  – ординаты формы потери устойчивости или соб-

ственных колебаний. 

Критерий (4) сформулирован при условии, что ширина полки 2( )b x  

двутавра изменяется непрерывно по длине стержня.  

Как известно, во многих практически важных случаях конструкторы 

предпочитают кусочно-постоянное изменение варьируемой величины. 

1b  

2( )b x

 

 

    

st  

p  

Рис. 1 
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В работе [9] сформулирован критерий, позволяющий оценивать резуль-

таты решений об оптимизации ширины полки при ограничениях по устойчи-

вости или величины первой частоты собственных колебаний, но при кусочно-

постоянном изменении размеров 2 [ ] 1,2,..,b i i n= , где n  – количество участ-

ков кусочно-постоянного изменения ширины полки. Длины участков измене-

ния полки [ ]ul i , координаты правых краёв участков [ ]x i , а также левого края 

стержня [0]x  считаются заданными. Один из вариантов записи критерия 

представлен в виде: 

[ ]
2 2 2 2

1 1 1 1 1 0

[ 1]

1
[ ] [ ( ) ( )( 2 ) 3 ( ) 2 ] const.

[ ]

x i

t p p
k x i

S i x b x b E v dx
l i

  

−

=  − −  −     =  (5) 

Задачи, для которых сформулированы критерии в работах [8, 9], не учи-

тывали условий прочности, вследствие чего полученные при этом оптимиза-

ционные решения могли этим условиям не удовлетворять. Очевидно, что если 

после оптимизации изменить полученный проект так, чтобы выполнялись ра-

нее не учтённые в ходе оптимизации ограничения, то условия оптимальности 

будут нарушены. 

В работе [10] предлагается в процессе оптимизации очертания полок, 

непрерывно меняющихся по длине стержня двутаврового сечения, учитывать, 

помимо ограничений по устойчивости или величины первой частоты соб-

ственных колебаний, ещё и условия прочности, а также некоторые конструк-

тивные ограничения. 

Функция цели также записывается в виде (1), а при использовании дис-

кретной модели в виде (1а). 

Ограничения по устойчивости записываются в виде (2), а ограничения 

на величину первой частоты собственных колебаний – в виде (3). 

Следует отметить, что для оценки выполнения ограничений (2), (3) ис-

пользуется критерий (4). 

Как известно, для стержней двутаврового поперечного сечения должны 

выполняться три условия прочности [11]: 

– для крайних волокон имеем ограничение на нормальные напряжения: 

 ( )x R  , (6) 

где ( )x  – нормальные напряжения, вызванные нагрузкой в крайних волок-

нах стержня; R  – расчетное сопротивление материала конструкции; 

– для места стыка полки со стенкой имеем ограничение на эквивалент-

ные напряжения: 

 
2 2

экв ( ) ( ) 3 ( )p px x x R =  +   , (7) 

где экв ( )x , ( )p x , ( )p x  – соответственно эквивалентные, нормальные 

и касательные напряжения, вызванные нагрузкой в месте стыка полки со 

стенкой; 

– для уровня центра тяжести сечения имеем ограничение на эквива-

лентные напряжения: 
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 2 2
экв 0 0( ) ( ) 3 ( )x x x R =  +   , (8) 

где экв ( )x , 0 ( )x , 0( )x  – соответственно эквивалентные, нормальные и ка-

сательные напряжения, вызванные нагрузкой в центре тяжести сечения. 

Для условий (7) и (8) использована четвёртая теория прочности. 

Конструктивные ограничения на ширину полки в работе [10] приняты 

в виде 

 2( )b x bb , (9) 

где bb  – минимально допустимые размеры ширины полки. 

При использовании дискретной модели стержня соответствующие ко-

ординаты сечения – ( )x  заменяются с точки зрения обозначений номером 

участка модели [ ]i . 

В целях обеспечения единообразия использования критериев и ограни-

чений для оценки близости полученного в результате оптимизации проекта 

к минимально материалоемкому критерии (4) и (5), условия (6), (7), (8) и (9) 

нормированы так, чтобы при их выполнении в виде равенств они бы прини-

мали величину, равную единице. 

Для нормирования критерия (4) или (5) изгибающие моменты опреде-

ляются по форме потери устойчивости или по первой форме собственных ко-

лебаний с точностью до постоянного множителя. По найденным моментам 

в сечениях стержня вычисляются напряжения 1 ( )x , 1 ( )t x , 2
1 ( )t x . Затем 

среди значений 2
1 ( )t x  выбирается наибольшее, и на него делятся величины, 

вычисленные по (4) или по (5). 

Таким образом, если полученный в результате оптимизации проект яв-

ляется минимально материалоемким, то критерий принимает вид 

 
2
1 ( ) 1t x  . (10) 

Если при оптимизации использовались ещё и ограничения (6), (7), (8) 

и (9), то критерий (10) относится только к тем участкам стержня, на которых 

зависимости (6), (7), (8) и (9) выполняются в виде строгих неравенств. 

Нормирование ограничений (6), (7) и (8) выполняется делением обеих 

частей соответствующих неравенств на величину R : 

 
( )

1( ) 1
x

R x
R


=  , (11) 

 

2 2
экв

( ) 3 ( )( )
2( ) 1

R

p px xx
R x

R

 + 
= =  , (12) 

 

2 2
экв 0 0

(x) ( ) 3 ( )
3( ) 1

R

x x
R X

R

  + 
= =  . (13) 

Для нормирования ограничения (9) обе части его выражения делятся на 

2( )b x  и записываются в виде 

 0
2

( ) 1
( )

bb
bb x

b x
=  . (14) 
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В [10] через 2
1 ( )t x , 1( )R x , 2( )R x , 3( )R x  и 0 ( )bb x  обозначены соот-

ветственно показатели выполнения ограничений (2), (3), (6), (7), (8) и (9). 

В соответствии с [10] при непрерывном изменении варьируемого па-

раметра 2( )b x  близость к проекту минимальной материалоемкости проек-

та, полученного в результате оптимизации с учётом ограничений по устой-

чивости (или величине первой частоты собственных колебаний), ограничений 

по прочности и конструктивных, определяется близостью к единице обяза-

тельно в каждом сечении хотя бы одного из показателей (10), (11), (12), 

(13) и (14). 

Как известно, во многих практически важных случаях более предпочти-

тельным является кусочно-постоянное изменение варьируемой величины.  

В данной статье обобщаются результаты [9, 10] на случай кусочно-

линейного изменения варьируемого параметра ширины полок 2 [ ]b i . 

Рассматривается задача об оценке близости к проекту минимальной ма-

териалоемкости оптимальных решений при кусочно-постоянных участках 

ширины полок стержней двутаврового сечения и ограничениях по устойчиво-

сти или величине первой частоты собственных колебаний, но с учётом требо-

ваний прочности и некоторых конструктивных ограничений. 

Выбор границ кусочно-постоянных участков изменения ширины полки 

определяется как технологическими требованиями, так и стремлением при-

близиться к минимально материалоёмкому проектному решению при приня-

тых ограничениях, но при непрерывном изменении 2 [ ]b i  по длине стержня. 

После выбора границ участков размеры ширины полки определяются для 

каждого участка одним из методов оптимизации. 

Для оценки близости этого решения к проекту минимальной материало-

емкости при выбранных границах участков используем показатели выполне-

ния ограничений по прочности (11), (12), (13), конструктивных ограничений 

(14), а вместо показателя (10) нормированный к единице критерий (5), кото-

рый запишется в виде 

 1( ) 1S x  . (15) 

Как известно (например, [8, 12]), если в задаче оптимизации некоторые 

ограничения выполняются в виде равенств, то они относятся к активным, 

а если в виде неравенств, то к пассивным. По аналогии назовём показатели 

выполнения ограничений, величина которых близка к единице (математиче-

ски «близость к единице», разумеется, оценивается с определенной заранее 

заданной точностью), активными, а показатели, не отвечающие принятым 

условиям близости, пассивными. 

Достаточность близости показателей выполнения ограничений к едини-

це устанавливается конструктором и может характеризоваться разностью 

между единицей и соответствующим показателем. 

Показатель (15) вычисляется в пределах каждого участка как опреде-

лённый интеграл. Поэтому его величина относится ко всему участку. 

Поскольку на каждом участке ширина полки неизменна, то показатель 

(14) для всех сечений соответствующего участка одинаков. 
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Так как изгибающие моменты и поперечные силы, возникающие 

в стержне от нагрузки, изменяются по длине стержня, то и в сечениях между 

границами участков показатели (11), (12), (13) будут отличаться друг от друга. 

Если показатель (14) или (15) на участке достаточно близок к единице, 

то он на этом участке активный. Остальные показатели во всех сечениях этого 

участка должны выполняться в виде нестрогих неравенств. 

Если показатель (11), или (12), или (13) на каком-либо участке хотя бы 

в одном из сечений близок к единице, то он на этом участке активный. По 

ограничению, соответствующему этому показателю, определяется ширина 

полки. Несмотря на то, что активный показатель относится к одному сечению, 

но найденная по активному ограничению ширина полки определяет величину 

ширины полки во всех сечениях этого участка. Остальные показатели во всех 

сечениях этого участка должны выполняться в виде нестрогих неравенств. 

Сформулируем положение, определяющее близость проекта оптимиза-

ции в рассматриваемой задаче к проекту минимальной материалоемкости:  

«Проект оптимизации ширины полки при выбранных границах ку-

сочно-постоянных участков стержней двутаврового поперечного сечения 

и ограничениях по устойчивости или на величину первой частоты собствен-

ных колебаний, ограничениях по прочности и конструктивных будет доста-

точно близок к минимально материалоемкому, если на каждом участке хо-

тя бы один из показателей (11), (12), (13) (14), (15) будет активным. 

Проиллюстрируем сформулированное положение на примере. 

Пример. В [10] рассмотрен пример оптимизации ширины полок стерж-

ня двутаврового поперечного сечения при ограничениях на величину первой 

частоты собственных колебаний, ограничениях по прочности и конструктив-

ных, но при непрерывном изменении варьируемого параметра 2 [ ]b i  по длине 

стержня. Для сопоставления результатов оптимизации при непрерывном 

и кусочно-постоянном изменении варьируемого параметра 2 [ ]b i  рассмотрим 

тот же пример. Схема стержня приведена на рис. 2, а. 
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Высота сечения стержня 1 0,16b =  м, толщина стенки 0,01bst =  м, 

толщина полки 0,014pb =  м. Модуль упругости материала стержня E =  

= 206000000000 н/м2, его удельная масса 7850 кг/м3, объемный вес 77008,5 н/м3, 

расчетное сопротивление материала 240000000R =  н/м2. Стержень несёт рав-

номерно распределённую массу интенсивностью 400m =  кг/м. Эта же масса 

является внешней нагрузкой интенсивностью 3924q =  н/м. При оптимизации 

с учётом условий прочности учитывается и собственный вес стержня. 

Требуется оптимизировать значения ширины полок рассматриваемого 

стержня по участкам при 300000P =  н, обеспечить величину первой частоты 

собственных колебаний 1 0 13  =  с-1 и минимальный объём материала по-

лок. При оптимизации необходимо учитывать ограничения на величину пер-

вой частоты собственных колебаний (3), ограничения по прочности (6), (7), 

(8) и конструктивные ограничения (9). Примем так же, как и в [10], мини-

мально возможную ширину полки 0,01bb =  м. 

Расчёты выполняются на основе дискретной модели стержня из 30 уча-

стков. Равномерно распределённая масса и нагрузка приведена к узлам. 

В дискретной модели имеем узловые массы [ ] 160m i =  кг и нагрузки 

[ ] 1569,6q i =  н. Масса и вес конструкции учитываются в процессе оптимизации. 

Оптимизация выполнялась методом случайного поиска. Результаты представле-

ны в таблице. В первом столбце таблицы представлены номера сечений дискрет-

ной модели ( i ). Во втором столбце приведены размеры ширины полок, получен-

ные в результате оптимизации при непрерывном изменении варьируемого пара-

метра 2 [ ]b i . На рис. 2, б очертание ширины полок показано линиями 1. 

 

i  2[ ]b i  
Показатели оценки 

k  
1[ ]R i  2[ ]R i  3[ ]R i  

0[ ]bb i  1[ ]S k  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 0,1995 0,1492 0,9871 0,8633 0,2685 

0,0670 1,0000 1 

2 0,1727 0,1492 0,8395 0,7419 0,2649 

3 0,1444 0,1492 0,6990 0,6267 0,2613 

4 0,1147 0,1492 0,5665 0,5180 0,2576 

5 0,0837 0,1492 0,4425 0,4167 0,2537 

6 0,0518 0,0701 0,5770 0,5490 0,3960 

0,1427 0,3284 2 

7 0,0254 0,0701 0,3897 0,3955 0,3934 

8 0,0100 0,0701 0,5747 0,5449 0,3909 

9 0,0321 0,0701 0,7385 0,6785 0,3886 

10 0,0498 0,0701 0,8806 0,7947 0,3865 

11 0,0675 0,0701 1,0000 0,8926 0,3847 

12 0,0859 0,0970 0,8498 0,7560 0,3125 
0,1031 1,0000 3 

13 0,0998 0,0970 0,9046 0,8009 0,3111 
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Окончание таблицы 

i  2[ ]b i  
Показатели оценки 

k  
1[ ]R i  2[ ]R i  3[ ]R i  

0[ ]bb i  1[ ]S k  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

14 0,1091 0,0970 0,9413 0,8309 0,3102 

0,1031 1,0000 3 

15 0,1138 0,0970 0,9597 0,8460 0,3098 

16 0,1138 0,0970 0,9597 0,8460 0,3098 

17 0,1091 0,0970 0,9413 0,8309 0,3102 

18 0,0998 0,0970 0,9046 0,8009 0,3111 

19 0,0859 0,0970 0,8498 0,7560 0,3125 

20 0,0675 0,0701 1,0000 0,8926 0,3847 

0,1427 0,3284 4 

21 0,0498 0,0701 0,8806 0,7947 0,3865 

22 0,0321 0,0701 0,7385 0,6785 0,3886 

23 0,0100 0,0701 0,5747 0,5449 0,3909 

24 0,0254 0,0701 0,3897 0,3955 0,3934 

25 0,0518 0,0701 0,5770 0,5490 0,3960 

26 0,0837 0,1492 0,4425 0,4167 0,2537 

0,0670 1,0000 5 

27 0,1147 0,1492 0,5665 0,5180 0,2576 

28 0,1444 0,1492 0,6990 0,6267 0,2613 

29 0,1727 0,1492 0,8395 0,7419 0,2649 

30 0,1995 0,1492 0,9871 0,8633 0,2685 

 

Данный пример приводится для иллюстрации возможности использова-

ния показателей выполнения ограничений (11), (12), (13) (14), (15) для оценки 

оптимального решения при кусочно-постоянном изменении ширины полки. 

В этой связи для достижения указанной цели ограничимся одним вариантом 

выбора границ участков. В примере принят вариант пяти участков. 

Как уже отмечалось, выбор границ кусочно-постоянных участков изме-

нения ширины полки определяется как технологическими требованиями, так 

и стремлением максимально приблизиться к минимально материалоёмкому 

решению при непрерывном изменении 2 [ ]b i  по длине стержня. Выбранные 

границы участков показаны на рис. 2. При выбранных границах участков оп-

тимальные размеры ширины полки определялись методом случайного поиска. 

Результаты вычислений представлены в столбце 3 таблицы. В столбце 9 пока-

заны номера участков постоянной жёсткости ( k ). В столбцах 4, 5, 6, 7 и 8 

приведены с точностью до четырёх знаков после запятой значения соответ-

ствующих показателей оценки выполнения ограничений.  

Показатель (14) − 0[ ]bb k  оказался пассивным на всех участках. Он вы-

полняется для всех сечений в виде неравенств. 

Показатель (15) − 1[ ]S k  оказался активным на первом, третьем и пятом 

участках. На втором и четвертом участках он выполняется в виде неравенств. 
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Показатель (11) − 1[ ]R i  оказался активным в сечении 11 второго участка 

и в сечении 20 четвёртого участка. В остальных сечениях стержня показатель 

(11) выполняется в виде неравенств. 

Показатели 2[ ]R i , 3[ ]R i  во всех сечениях стержня выполняются в виде 

неравенств. В таблице активные показатели выделены. 

Итак, в данном примере на каждом участке есть по одному активному 

показателю. При этом остальные показатели также выполняются, но в ви-

де неравенств. 

Следовательно, результат оптимизации близок к минимально материало-

емкому проекту при выбранных для рассмотренного примера границах участков. 

Таким образом, в статье сформулировано положение об оценке близо-

сти проекта оптимизации ширины полки при выбранных границах кусочно-

постоянных участков стержней двутаврового поперечного сечения и ограни-

чениях по устойчивости или на величину первой частоты собственных коле-

баний с учётом ограничений по прочности и конструктивных требований 

к проекту минимальной материалоемкости. 
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