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Введение 

В различных отраслях производства, в том числе в строительстве, 

транспортном машиностроении, для снижения материалоемкости конструк-

ций, повышения их прочности и эксплуатационной надежности широко ис-

пользуют подкрепление панелей упругими элементами [1, 2]. Кроме того, 

прикрепление ребер жесткости также может проводиться после обнаружения 

эксплуатационных трещин в виде ремонтных заплат [2]. В последние годы 

получили применение новые принципы проектирования различных изделий 

для строительной отрасли, транспортного машиностроения, таких как перфо-

рированные балки и тонкостенные профили листовых тонкостенных кон-

струкций и др., допускающие возможность безопасного повреждения кон-

струкций. Это позволяет повысить эксплуатационный ресурс конструкций [1–8]. 

Анализ хрупкого разрушения многих конструкций показывает, что раз-

рушение, как правило, начинается с поверхности различных отверстий, выто-

чек, щелей и других концентраторов. Наличие устойчивых трещин в кон-

струкциях и сооружениях, работающих в определенных режимах изменения 

внешних нагрузок, гораздо менее опасно, а искусственное усиление таких 

конструкций (за счет постановки заклепок, ребер жесткости на пути роста 

трещины) может значительно продлить их срок службы. 

В строительной отрасли, современном транспортном машиностроении 

широкое применение получили тонкостенные элементы конструкции (пане-

ли), усиленные ребрами жесткости и ослабленные отверстиями. Ребра жест-

кости применяют с целью снижения уровня концентрации напряжений и по-

вышения жесткости панели. Характер взаимодействия ребер жесткости и де-

фектов существенным образом определяет напряженно-деформированное 

состояние конструкции (панели) в целом. Работоспособность тонкостенных 

элементов (пластин) во многих случаях предопределяется наличием в тонко-

стенном элементе дефектов типа трещин. Вблизи таких дефектов в процессе 

деформирования панели возникает высокая концентрация напряжений, что 

приводит к зарождению и развитию полос пластических деформаций, возник-

новению начальных и росту уже имеющихся в панели трещин. Представляет 

значительный интерес оценка эффективности применения подкрепляющих 

элементов для ограничения роста трещин в тонкостенных элементах строи-

тельных конструкций. Поэтому решение задач механики разрушения для пла-

стинок с трещинами, усиленных подкрепляющими ребрами жесткости, пред-

ставляет большой теоретический и практический интерес. 

Постановка задачи 

Рассматривается бесконечная изотропная упругая пластина толщиной h, 

ослабленная круговыми отверстиями радиуса . Центры отверстий находятся 

в точках Pm = m  (m = 0, ±1, ±2, …). Вблизи каждого кругового отверстия 

панель ослаблена двумя равными прямолинейными трещинами вдоль отрез-

ков оси абсцисс. Контур отверстия и берега трещин свободны от внешних 

усилий. По мере увеличения интенсивности растягивающей нагрузки в панели 

вокруг отверстий образуются зоны повышенных напряжений. Зоны повышен-



104 Д.Д. Яхьяев  

ных напряжений способствуют развитию образовавшихся возле отверстий 

трещин, что в свою очередь может привести к полному разрушению панели. 

К пластине приклепана бесконечная периодическая система поперечных 

ребер жесткости в точках z = mL + iny0 (m = 2k ‒ 1; k = 1, 2, ...; n = ±1, ±2,...). 

Выбор системы координат и обозначения пояснены на рис. 1. 
 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема упругой клепаной перфорированной панели с трещинами 

 

Клепаная пластина подвергается растяжению вдоль ребер жесткости 

напряжениями 0y
 =  . Действие приклепанных подкрепляющих ребер на 

схеме заменено сосредоточенными силами, приложенными в местах располо-

жения заклепок (точек крепления) (рис. 1). 

Рассматриваемая задача состоит в определении величин сосредоточен-

ных сил Fm n(т =  1, 2,...; n = 1, 2,...), напряженно-деформированного состоя-

ния вне круговых отверстий и трещин, а также в нахождении величины пре-

дельной внешней нагрузки 0 , по достижении которой трещина начинает раз-

виваться по сечению пластины. 

Граничные условия в рассматриваемой задаче имеют следующий вид: 

 0r ri  −  =  – на контурах отверстий, 

 0y xyi −  =  при y = 0 – на берегах трещин. (1) 
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Решение краевой задачи 

На основании формул Колосова – Мусхелишвили [9] и граничных усло-

вий на контурах отверстий и берегах трещин задача сводится к определению 

двух аналитических функций Φ(z) и Ψ(z) из краевых условий: 

   2( ) ( ) ( ) ( ) 0ie   +  −   +  = ; (2) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0t t t t t + +  + = , (3) 

где ie m =  +  ; t – аффикс точек берегов трещин. 

Решение краевой задачи (2) – (3) ищем в виде 

 0 1 2( ) ( ) ( ) ( )z z z z = + + , (4) 

 0 1 2( ) ( ) ( ) ( )z z z z = + + . 

Здесь комплексные потенциалы Φ0(z) и Ψ0(z) определяют поле напряже-

ний и деформаций в сплошной пластине под действием периодической систе-

мы сосредоточенных сил Fm n  и 0  и определяются формулами 

 0 0
0 0,

1 1 1 1
( ) '

4 2 (1 )
mn

m n

z F
h z mL iny z mL iny

 
 =  − − 

 +  − + − − 
 , 

 0 0
0 0,

1 1 1
( ) '

2 2 (1 )
mn

m n

i
z F

h z mL iny z mL iny

 
 =  − − + 

 +  − + − − 
  

 0 0

2 2
, 0 0

'
2 (1 ) ( ) ( )
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Lm iny mL inyi
F

h z mL iny z mL iny

 − +
+ − 

 +  − − − +  
 ; (5) 

 1
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( ) ( )ctg ( )

2
L

z g t t z dt


 = −
  , 

 2
1 2
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2
L

z
z g t t z dt− 

 = − −
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 , (6) 
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 
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2 2 (2 ) 2 2 (2 1)
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k k

+ + + 
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  
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Интегралы в (5) – (6) берутся по линии L = L1 + L2; L1 = [‒b,‒a]; L2 = [a,b]; 

  
2

( ) ( )
1

d
g x h x

dx


=
 +

, 

 ( ) ( , 0) ( , 0)h x x x=  + −  −  на L. 

На основании симметрии h(‒x) = h(x)); g(х) – искомая функция. К соот-

ношениям (4) – (6) следует добавить дополнительное условие, вытекающее из 

физического смысла задачи: 
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 ( ) 0

a

b

g x dx

−

−

= ,     ( ) 0

b

a

g x dx = . (7) 

Неизвестная функция g(х) и потенциалы Φ2(z) и Ψ2(z) должны быть 

определены из краевых условий (2) – (3). Для нахождения функций Φ2(z) 

и Ψ2(z) преобразуем граничное условие (2) к виду 

   2
2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ie   +  −   +  =  

   2( ) ( ) ( ) ( ) ie 
   = −  −  +   +  , 

 0 1( ) ( ) ( )z z z = + ,     0 1( ) ( ) ( )z z z = + . (8) 

Неизвестные коэффициенты 2k , 2k  должны быть определены из кра-

евого условия (8). В силу выполнения условия периодичности система гра-

ничных условий (8) заменяется одним функциональным уравнением на кон-

туре ie  =  . Для составления уравнений относительно 2 2k+ , 2 2k+ , функ-

ций Φ2(z) и Ψ2(z) представим правую часть граничного условия в виде 

   2
1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) if if e 

    +  = −  −  +   +  . 

Относительно функции 1 2( ) ( )f if +   будем считать, что она разлагается 

на контуре  =   в ряд Фурье. В силу симметрии этот ряд имеет вид 

 
2

1 2 2( ) ( ) ik
k

k

f if A e




=−

 +  =  ,     2Im 0kA = , (9) 

  
2

2
2 1 2

0

1

2

ik
kA f if e d


− = + 

 
     ( 0, 1, 2, ...)k =   . 

Подставив в (9) выражение после вычисления интегралов с помощью 

теории вычетов, найдем: 

 0 0 0

1 1
( ) ( )

2 2
L

A g t f t dt= −  −
 

, 

 0( ) 2 ( )f t t=  ,     ( ) ctgt t


 =


, 

 
2

1 1 1
2 0 23

1 1, 1

sin3 sin sin31 1 1
' ( ) ( )

2 (1 ) 2
mn

m n L

A F g t f t dt
h

     
=  − + − − 

 +      
  , 

 
2

(2)
2 ( ) ( )

2
f t t


= −  , 

 
2 2

1 1
2 2 1 2 1

, 1 1

sin(2 1) ( 2)( 3)...( 2 ) sin(2 1)1
'

(1 ) (2 1)!

k k

k mn k k
m n

k k k
A F

h k+ +

 +  − − −  + 
= + −
 +   − 

  

 
2 2 2 2

1 1

2 1 2 1
1 1

sin(2 1) ( 2)( 3)...(1 2 ) sin(2 1)

(2 2)!

k k

k k

k k k

k

− −

− +

 −  − − −  + 
− + −

 −  
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 2

1
( ) ( )

2
k

L

g t f t dt−
 

. (10) 

 
2 2 2

(2 ) (2 2)
2

(2 1)
( ) ( ) ( )

(2 )! (2 3)!

k k
k k

k

k
f t t t

k k

−
− − 

= −  + 
−

     ( 2, 3,...)k = , 

 
2

1
2 22 1

, 1

sin(2 1)1 1
' ( ) ( )

(1 ) 2

k

k mn kk
m n L

k
A F g t f t dt

h
− −+

 + 
= −
 +  

  , 

 
2

(2 )
2 ( ) ( )

(2 )!

k
k

kf t t
k

−


=       ( 1, 2,...)k = . 

Таким образом, граничное условие (8) принимает следующий вид: 

   2 2
2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) i i

k

k

e A e


 

=−

  +  −   +   =  . 

Учитывая соотношение для Φ2(z) и Ψ2(z) и применяя метод степенных 

рядов для определения коэффициентов 2k , 2k ,получаем две бесконечные 

линейные алгебраические системы. Эти системы имеют вид 

 2 2 , 2 2

0

j j k k j

k

A b


+ +

=

 =  +      ( 0,  1,  2,...)j = , (11) 

 
2 4

2
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0 2
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g
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=

 
 = − , 

 

2 2 2 2 4
0 1 2

2 2 2 22 2 2 2 4
01

(2 1) (2 2 3)!

2 (2 )!(2 3)!2

j k j
j j k

j j kj j k
k

j A g j k g
b A A

k j k

+ + +
+ + +

+ − −+ + +
=

+  + + 
 = − −

+
 , 

 2 2 2k k kA A B = + ,     
2
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k
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1
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2
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2

2
24

k


= ,     (j = 1, 2,…),     (k = 1, 2,…); 

 
2 2

1
2 0 2 22 2

1 0

1
2

2

k
k

kk
k

g
A

k

+
+

++
=

 
 = − +  
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2 2 2
2
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0

(2 2 3)!
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k
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+ +
+ +
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=
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Требуя, чтобы функции удовлетворяли краевому условию (3), получим 

сингулярное интегральное уравнение относительно g(x) 

 
1

( )ctg ( ) ( ) 0

L

g t t x dt H x


− + =
  . (13) 

Здесь H(x) определяются соотношениями 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s s sH x x x x x x=  + +  + , 

 0 2( ) ( ) ( )s x x x = + ,     0 2( ) ( ) ( )s x x x = + . 

Бесконечные системы и сингулярное интегральное уравнение содержат 

неизвестные величины Fmn(т =  1, 2,...; n = 1, 2,...). 

Займемся определением этих величин. Для определения величины силы 

Fmn используем закон Гука. Для этого необходимо найти взаимное смещение 

точек 0 0( )z mL i ny a= + −  и 0 0( )z mL i ny a= − −  в рассматриваемой задаче. 

Используя соотношения [9], (4), (5), (6), после выполнения элементарных, хо-

тя и несколько громоздких выкладок, найдем взаимное смещение ,m n  ука-

занных точек. 

Следовательно, искомые величины сосредоточенных сил определяются 

из решения бесконечной линейной системы уравнений относительно Fpr  

(p = 1, 2,…; r = 1, 2,…): 

 
02

s
pr pr

E A
F

ry
=       (p = 1, 2,…; r = 1, 2,…). (14) 

В развернутом виде система (12) имеет вид 

 
 

2 2 2
0

22 2
0 1 1 0 0

( )
ln

4 (1 ) ( ) ( )

s
pr mn

m n

E A p m L a
F F

hry p m L r n y a

 

= =

 − +
=  +

 +    − + − −
  

 
 

2 2 2
0

22 2
0 0

( )
ln

( ) ( )

p m L a

p m L r n y a

+ +
+ +

+ + − −
 

 
   

 

2
0 0 0 0 0 0

22 2 2 2 2
0 0 0

2( ) ( ) 2 ( ) ( )

( ) ( ) ( )

r n y r n y a p p m L a r n y a

p m L r n y a p m L a

− − − − + − −
+ +

 − + − − − +
 
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   

 

2
0 0 0 0 0 0

22 2 2 2 2
0 0 0

2( ) ( ) 2 ( ) ( )

( ) ( ) ( )

r n y r n y a p p m L a r n y a

p m L r n y a p m L a

− − − + + − −
+ +

 + + − − + +
 
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( ) ( ) ( )
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+ +
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− + + −
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+ +
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+ + + −
 

 
   

 
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0 0 0 0 0 0

22 2 2 2 2
0 0 0

2( ) ( ) 2 ( ) ( )

( ) ( ) ( )

r n y r n y a p p m L a r n y a

p m L r n y a p m L a

+ + − + + + −
+ +

 + + + − + +
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 
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 0 0
0

( 1) 1
( ) arctg ctg ( ) th ( )

2 2

s

L

E A
g t t pL cy a

y r

 +   
+ − − −     

  

 0 0arctg tg th ( )
pL

cy a dt
  

− − −   
 

 
2 2 2

0 0 1 1 1

2 2 2 2
0 1 1 1 1

( ) sin (ch sh )1
( )

2 2 sin ch cos sh

s

L

E A cy a
g t dt

y r

 −   + 
−  

    +    
 . 

Итак, полученная система (14), системы (11), (12) и сингулярное инте-

гральное уравнение (13) связаны, и их необходимо решать совместно. Решая 

их, найдем искомую функцию g(x), коэффициенты 2k , 2k  и значения со-

средоточенных сил Fmn(m = 1, 2,…; n = 1, 2,…). 

Учитывая, что g(x) = ‒g(‒x), а также воспользовавшись разложением 

функции ctg z



, уравнение (13) можно привести к следующему виду: 
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2 2

2 ( ) 1
( , ) ( ) ( ) 0

b b

a a

tg t
dt K t x g t dt H x

t x
+ + =

 −
  , (15) 

 ( , ) ( , ) ( , )K t x K t x K t x = − − , 

 
2 1

1 2 1
0

( )
j

j j
j

t
K t g

+

+ +
=

= −


 . 

Сделаем замену переменных 

 
2 2

2 2( 1)
2

b a
t u a

−
= =  + + ,     

2 2
2 2

0 ( 1)
2

b a
x u a

−
= = + + . 

При этом отрезок интегрирования [a,b] переходит в отрезок [‒1,1], 

а преобразованное сингулярное уравнение принимает стандартную форму: 

 

1 1

1 1

1 ( ) 1
( ) ( , ) ( ) 0

p d
p B d H

− −

 
+     +  =

  −   . (16) 

Решение сингулярного уравнения (16) представим в виде 

 0

2

( )
( )

1

p
p


 =

− 
. 

Использование квадратурных формул [10] позволяет свести основные 

уравнения (сингулярное уравнение (16), алгебраические системы) к бесконеч-

ной системе линейных алгебраических уравнений относительно приближен-

ных значений 
0

0 ( )k kp p=   искомой функции в узловых точках, коэффициен-

тов 2k , 2k , а также величин Fm n . При этом целесообразно из выражения 

для H(η) и системы исключить постоянные 2k . 

К полученной системе необходимо присоединить дополнительное усло-

вие (7), которое в дискретной форме имеет вид 

 
0

2 2
1 2

0

( 1)
2

M p

b a
a



=



=
−

 + +

 . (17) 

В механике хрупкого разрушения особый интерес представляет коэф-

фициент интенсивности напряжений в окрестности концов трещины. Для ко-

эффициента интенсивности напряжений у вершины трещины будем иметь 

формулу 

 I lim 2 ( )
x

K x g x
→

 = −  −
 

. (18) 

Поскольку обе трещины находятся в одинаковых условиях, будем про-

водить дальнейшее исследование только для правой трещины, а все величи-

ны, относящиеся к левому и правому концам, обозначим индексами а и b со-

ответственно. После нахождения функции g(x) (значений 
0
kp ) можно опреде-

лить коэффициент интенсивности напряжений в окрестности концов трещин 

следующими формулами: 
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2 2
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I 2

1

1
( 1) tg

2 2

M
a k k

k

k

b a
K a p

Ma =

−
=  − , (19) 

 
2 2

0
I 2

1

1
( 1) ctg

2 2

M
b k k

k

k

b a
K b p

Mb =

−
=  − , (20) 

 
2 1

2
k

k

M

−
 =       (k = 1, 2,…, M). 

Соотношения (19) и (20) получены с учетом использованных формул, 

замены переменных, формулы (18) и интерполяционного многочлена Лагран-

жа для функции p0(η). 

Полученные системы должны решаться совместно. После решения этих 

систем по формулам (19), (20) вычисляются коэффициенты интенсивности 

напряжений в зависимости от длины трещины, а также от упругих и геомет-

рических параметров подкрепленной панели. Затем, используя критерий 

хрупкого разрушения Гриффитса – Ирвина KI = Kc (Kc – постоянная, характе-

ризующая сопротивление материала распределению в нем трещин), найдем 

зависимость предельной нагрузки 0
a , 0

b  от длины трещины, а также от 

упругих и геометрических характеристик рассматриваемой пластины. 

Анализ решения 

Для численной реализации изложенного способа были проведены рас-

четы методом Гаусса с выбором главного элемента. Полагалось М = 30,  

М = 40, что отвечает разбиению интервала [–1,1] на 30, 40 чебышевских узлов 

соответственно. 

Оказалось, что решение линейных систем совпадает с точностью до 

четвертого знака. 

Были проведены расчеты по определению коэффициентов интенсивно-

сти напряжений. Для коэффициентов интенсивности напряжений имеем: 

 

2

I 0 21 ( , , , )a b
K a F a b

a

 
=   −    

 
, (21) 

 

2

I 0 11 ( , , , )b b
K b F a b

a

 
=   −    

 
. 

Расчеты для функций F1(λ, a, b, ε) и F2(λ, a, b, ε) проводились при из-

менении расстояния a для следующих значений свободных параметров  

a0/L = 0,01, 0,3v = , ε = y0/L = 0,15; 0,25; 0,5, N = 5. 

В расчетах длина трещин принималась постоянной b ‒ a = 0,3. 

Ребра жесткости считались выполненными из композита Al-сталь,  

(Vf  – 40 %), а пластина из сплава В95: E = 7,1·104 MПа, Es = 11,5·104 MПа. 

На основании результатов расчета можно сделать некоторые выводы. 

Как известно, трещина устойчива, если напряжение 0 , необходимое для ее 

поддержания в подвижно-равновесном состоянии, возрастает с увеличением 

длины трещины. Условие устойчивого роста трещины имеет вид 
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 I <0
K


. 

Исследование показало, что рост трещины нормального разрыва вначале 

происходит неустойчиво (величина KI возрастает), а затем, когда трещина при-

ближается к стрингеру (зоне сжимающих напряжений), становится устойчивым. 

При большом удалении вершины трещины от элемента жесткости 

уменьшение интенсивности напряжений при вершине трещины невелико, по-

этому эффективность ребра жесткости, как элемента конструкции, восприни-

мающего часть нагрузки, действующей на пластину, уменьшается. При при-

ближении вершины трещины к ребру жесткости это уменьшение становится 

все более весомым. 

Степень уменьшения тем больше, чем выше жесткость подкрепляющего 

элемента и чем ближе расположены точки соединения между собой. Основы-

ваясь на полученных результатах, можно считать, что приклепанные под-

крепляющие стрингеры могут служить весьма эффективным средством, за-

держивающим рост трещины и позволяющим значительно продлить срок экс-

плуатации тонкостенной конструкции (панели). 

Выводы 

Развита эффективная методика решения плоской задачи механики раз-

рушения для клепаной перфорированной панели, ослабленной двумя трещина-

ми, находящимися вблизи контура каждого кругового отверстия. Для подкреп-

ленной перфорированной панели, ослабленной двумя прямолинейными трещи-

нами вблизи каждого отверстия, найдена зависимость длины трещины от 

приложенной растягивающей нагрузки, числа и взаимного расположения ребер 

жесткости, отверстий, точек крепления и других физических и геометрических 

параметров клепаной панели. Изучено влияние взаимного расположения систе-

мы трещин отверстий, ребер жесткости и точек крепления на критерий роста 

трещин. В зависимости от геометрических и физических параметров перфори-

рованной клепаной панели при взаимодействии системы трещин, отверстий 

и ребер жесткости наблюдается устойчивое развитие трещин. 
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