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Введение 

Основным инструментом исследований в строительной механике явля-

ется работа с расчетной схемой сооружения, иными словами – с его матема-

тической моделью. 

Традиционно выделяют два основных класса задач, связанных с мате-

матическими моделями: прямые и обратные. Определяющими критериями 

здесь является соотношение «причина-следствие», а также наблюдаемость 

или ненаблюдаемость искомых параметров в физическом эксперименте (раз-

решимость или неразрешимость в численном эксперименте). Тогда под пря-

мой задачей понимают прогнозирование последствий каких-либо действий, 

а под обратной задачей понимают задачу выяснения причин появления этих 

последствий. Полезно отметить, что термины «причины» и «следствия» сле-

дует понимать в общих чертах, они уточняются в каждом конкретном случае1. 

На рис. 1, а показано определение прямых задач: выходной сигнал может 

быть рассчитан, когда входной сигнал известен и система полностью определе-

на. С другой стороны, существуют разные обратные задачи, которые могут 

быть определены таким же синтетическим способом. На рис. 1, б и в представ-

лены два разных вида таких задач: первый – это так называемое восстановление 

входа, т. е. известен один выход, и система находит соответствующий вход; 

второй представляет собой оценку параметров системы, т. е. известны один или 

несколько входных данных, и соответствующий один или несколько выходных 

данных находят подходящую оценку неизвестных параметров. 

 

 

 
Рис. 1. Схематическое представление задач 

                                                           
1 Уинстон Черчилль говорил: «Политик должен уметь предсказать, что произойдет завтра, че-

рез неделю, через месяц и через год. А потом объяснить, почему это не произошло» – типичное 

описание прямой и обратной задачи. 
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Обратная задача часто не имеет единственного решения, и ее условиям 

может удовлетворять целое множество значений разыскиваемых параметров. 

Чтобы выбрать определенное решение из множества возможных, использует-

ся некоторая дополнительная информация. Дополнительная информация мо-

жет состоять в дополнительных данных о компонентах решения, найденных 

экспериментально (задачи идентификации), или о некоторых желательных 

свойствах конструкции (задачи проектирования). 

В случаях задачи проектирования условия обратной задачи часто до-

определяются требованием выбора наилучшего в некотором смысле варианта 

решения, и возникает задача оптимального проектирования. Обычно отыски-

вается решение, оптимальное с точки зрения расхода материала или с другим 

экономическим показателем. Но в обратной задаче не обязательно исходят из 

условия оптимальности, здесь для поиска искомых параметров часто исполь-

зуют условия принадлежности к некоторому классу систем с определенными 

желательными свойствами (равнопрочность, постоянство распределения по 

системе упругой удельной деформации, требование о принадлежности частот 

собственных колебаний некоторому желательному диапазону или др.), в том 

числе свойствами, присущими оптимальному решению [1]. 

Задачам оптимального проектирования посвящено огромное количество 

работ, в том числе и опубликованных на страницах настоящего сборника. Они 

заслуживают отдельного рассмотрения и не будут здесь рассматриваться, а ос-

новное внимание мы уделим задачам идентификации, которые связаны с про-

блемами мониторинга и диагностики механического состояния конструкций. 

Впервые проблема идентификации возникла в теории автоматического 

управления (см., например, [2]), когда по отдельным измерениям объекта 

определялись его свойства, необходимые для достижения некоторого задан-

ного качества управления. 

В строительной механике первые работы, посвященные проблеме иден-

тификации, появились в конце шестидесятых годов ХХ столетия и относились 

они к объектам аэрокосмической техники [3, 4]. Предметом исследования 

в этих работах были колебания линейных динамических систем с демпфиро-

ванием. После этого идентификация системы была применена к различным 

инженерным задачам строительной механики. 

Идентификация и обновление расчетной схемы 

При построении конечно-элементных моделей обычно делают упроща-

ющие предположения. Граничные условия и условия соединения между кон-

структивными компонентами (болтовые соединения, сварные швы, посадка 

пресса и т. д.) редко моделируются точно. Возникает необходимость в про-

верке расчетной модели, и в особо ответственных случаях выполняется экспе-

риментальная проверка расчета и обновление модели. Целью такого обновле-

ния является изменение ее параметров, чтобы получить лучшее согласие меж-

ду числовыми результатами и данными испытаний. 

Прямые методы 

Одним из простейших и наиболее распространенных является подход, 

основанный на предположении о том, что одна из трех основных матриц ко-
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нечно-элементной модели сооружения (матрицы масс, жесткости, демпфиро-

вания) является известной. 

Одной из первых решалась параметрическая задача, в которой предпо-

лагалось, что матрица масс известна точно, а уточняются только матрицы 

жесткости и демпфирования [5]. Разница между исходной и обновленной 

матрицами демпфирования и жесткости минимизировалась с учетом ограни-

чений, которые в стиле метода штрафных функций следили за тем, чтобы вы-

полнялись уравнения динамического равновесия и чтобы матрицы демпфиро-

вания и жесткости были симметричными (и конечно, действительными). То-

гда функция, которая должна быть минимизирована, определяется как 

 ( ) ( )
2 2

1 1 1 1
0 0

1 1

2 2
J N K K N N C C N− − − −= − +  −  (1) 

при условии 
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где 1 2
0 0 00 , , иN M M C K=  − исходные матрицы массы, демпфирования 

и жесткости аналитической модели; иC K  − обновленные матрицы демпфи-

рования и жесткости; и   − измеренные матрицы собственных векторов 

и собственных значений. Матрица N  выполняет роль весовой функции, с по-

мощью которой сопоставляются различные компоненты матриц невязки 

( ) ( )0 0иK K C C− − . Возможно использование и других весовых матриц, 

в том числе и различных для матриц демпфирования и жесткости. Если суще-

ствует полный набор форм колебаний, то   не является квадратной и модель 

должна быть уменьшена. Роль параметра  в формуле (1) состоит в том, что-

бы уравновесить ошибки матриц демпфирования и жесткости. 

Важной особенностью задач идентификации была ориентация на дан-

ные измерений как на эталонную основу решения [6]. Был предложен метод 

последовательного решения, когда на первом этапе минимизировали целевую 

функцию 

 ( ) ( )1/2 1/2

1 1

m m
T

M A A A ij
ij

i j

J M M M M M I− −

= =

= − +   − , (3) 

где ij – множитель Лагранжа, используемый для обеспечения условий орто-

гональности векторов относительно обновленных масс. Процедура миними-

зации приводит к выражению для обновленной массы 

 ( )1 1 ,T
A A A A A AM M M m I m m M− −= +  −   (4) 

где ,T
A Am M=    (5) 

а Ф − неполная модальная pm матрица (m < p), p − порядок аналитической 

и обновленной моделей. 

После вычисления M из уравнения (4) можно определить обновленный 

массив жесткости путем минимизации дополнительной целевой функции 
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где   представляет спектральную матрицу. Здесь множители Лагранжа ис-

пользуются для обеспечения соблюдения уравнений движения, ортогонально-

сти и симметрии жесткости. Уравнения обновления матрицы жесткости мож-

но записать в виде 

 ( ),T
AK K= +  +   (7) 

где ( )
1

.
2

T T T
A AM K M K M =   +  −   (8) 

Следует отметить, что хотя M−1/2 присутствует в целевых функциях (3) 

и (6), его вычисление не требуется, поскольку оно отсутствует в уравнениях 

обновления (4) и (7). 

В процедуре обновления могут использоваться как собственные частоты, 

так и собственные формы. До недавнего времени собственные формы обычно 

не использовались, поскольку они часто содержат ошибки измерений, достига-

ющие 20 %. Напротив, собственные частоты могут быть измерены с гораздо 

большей точностью, чем 1 %, и могут использоваться с уверенностью. 

Положение резко изменилось после того, как был предложен построен-

ный на основе принципа восстановления когерентных составляющих волно-

вых полей метод стоячих волн, разработанный коллективом Сибирского отде-

ления РАН под руководством д.т.н. А.Ф. Еманова. Выделение из беспорядоч-

ных движений системы, которая подвержена действию микросейсмов стоячих 

волн (форм собственных колебаний), позволяет найти их в необходимом ко-

личестве и с достаточной точностью [7], что с успехом было проверено на 

практике [8, 9]. 

Методы обновления на основе чувствительности 

При использовании прямых методов матрицы метода конечных элементов 

(массы, жесткости, демпфирования) модифицируются или обновляются полно-

стью. Но представляют интерес и локальные методы обновления, основанные на 

поправках, применяемых к локальным физическим параметрам моделей, имею-

щие физическое значение. Эффективные и наиболее популярные локальные ме-

тоды обновления моделей обычно основаны на анализе чувствительности. При 

формулировании модификации параметров в моделях МКЭ «истинные» (или 

экспериментальные) отклики, такие как частоты или формы собственных коле-

баний, выражаются как функции аналитических откликов r и структурных пара-

метров p с помощью матрицы коэффициентов чувствительности S. 

Если отличия расчетных и экспериментальных значений не слишком 

велики, то можно использовать линейное приближение 

 ra = re + S(pu − pe) (9) 
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или r = Sp, (10) 

где r = ra − re, ra и re − соответственно векторы экспериментальных и аналити-

ческих значений отклика системы; p = pa − pe, pa и pe − соответственно векто-

ры обновленных и текущих значений корректируемых параметров системы. 

Для всех выбранных ответов и параметров элементы матрицы чувстви-

тельности S могут быть рассчитаны следующим образом: 

 sij = ri/pj, (11) 

где ri и pj представляют структурный ответ и параметр соответственно, а индексы 

принимают значения i = l ... n для n ответов и j = 1 … m для m параметров. 

Матрица чувствительности может быть вычислена для всех физических 

свойств элемента (материала, геометрического, граничного и т. д.) аналитиче-

ски или путем анализа численных возмущений. 

Уравнение (10) может быть определено, переопределено или недоопре-

делено в зависимости от того, число ответов n равно, больше или меньше ко-

личества параметров m. В любом случае параметр модификации p в уравне-

нии (10) может быть найден с помощью техники псевдообращения 

 p = S+r, (12) 

где S+ является псевдообратной матрицей Мура − Пенроуза, которая опреде-

ляется как [10] 

 ( )

( )

1

1

1

         если ,

если ,

если .

T T

T T

S N M

S S S S N M

S SS N M

−

−
+

−


=


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
 


 (13) 

Поскольку в представлении (9) мы пренебрегли членами более высоко-

го порядка, чем линейный, возможно, потребуется нескольких итераций, осо-

бенно когда r содержит большие значения. Следует отметить, что при нали-

чии слишком больших расхождений между экспериментальной и аналитиче-

ской моделями итерационный процесс может расходиться. 

Если предполагается, что неточность МКЭ-модели связана с моделиро-

ванием в ограниченных областях конструкции, таких, например, как стыковые 

соединения в узлах системы, то целесообразно использование специальных 

расчетных моделей (в работах [11, 12] они названы адаптивными). Для коли-

чественного представления указанных зон в модель можно включить некото-

рые специальные детали типа «слабых» элементов, параметры которых будут 

обновляться. На рис. 2 показана такая модель зоны сопряжения элементов. 
 

 
 

Рис. 2. Прием моделирования 
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Распространенной проблемой при настройке модели МКЭ является 

определение граничных условий. Удачным приемом здесь является использо-

вание опорных пружин. Значения их упругой жесткости после обновления 

будут приближаться к реальным граничным условиям. 

Регуляризация 

Рассмотрение плохо обусловленных, зашумленных систем уравнений 

является центральной проблемой для задач обновления модели конечных 

элементов [14]. Такие уравнения часто возникают при коррекции моделей ко-

нечных элементов с помощью измерений вибрации. Акцент обычно делается 

на уменьшении количества параметров, чтобы гарантировать, что уравнения 

хорошо обусловлены. Тем не менее правильная обработка данных с «шумом» 

важна. Кроме того, уменьшение количества параметров иногда невозможно 

или нежелательно. 

При обновлении модели соотношение между измеренным выходом 

обычно является нелинейным. В этом случае задача линеаризуется с исполь-

зованием разложения в ряд Тейлора и выполнения итерации до сходимости. 

На каждой итерации должен быть решен набор линейных уравнений типа  

Ax = b для неизвестного вектора x, связанного с параметрами. Когда матрица 

коэффициентов близка к вырождению, даже небольшие уровни «шума» могут 

привести к значительному отклонению оценочных параметров от ее «точно-

го» значения. Решение называется неустойчивым, а проблема оценки плохо 

обусловлена. Для преодоления упомянутых сложностей часто используется 

регуляризация по Тихонову [15, 16]. 

Методы идентификации систем на основе обновления моделей не могут 

быть эффективно использованы для больших и сложных реальных структур 

с нелинейным поведением. Для таких случаев используются основанные на 

принципах бионики методы мягкого исчисления, такие как нейронные сети, 

генетические алгоритмы или оптимизация роем частиц. 

Поиск повреждений и мониторинг 

Обнаружение повреждения или повреждение, определяемое изменени-

ями динамических свойств или откликом конструкций, является предметом, 

которому уделяется значительное внимание в литературе. Основная идея за-

ключается в том, что модальные параметры (в частности, частоты, формы мод 

и модальное демпфирование) являются функциями физических свойств кон-

струкции (масса, демпфирование и жесткость). Следовательно, изменения фи-

зических свойств вызовут изменения модальных свойств. 

Сопоставление частот и форм собственных колебаний 

В связи с этим возникла идея о поиске повреждений конструкции на ос-

нове исследования изменения ее динамических характеристик. Рассматривал-

ся сдвиг частот расчетной (аналитической) модели, когда фиксировалась от-

носительная разность 

 ( ) ( )1,2,...,
e

a e
i i

i
i N −  = , (14) 
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где а и е – аналитические и экспериментальные частоты собственных коле-

баний соответственно; N – количество измеренных частот. 

Довольно рано было обнаружено, что изменения в формах собственных 

колебаний являются более чувствительными показателями наличия повре-

ждений, чем собственные частоты [17]. 

Многие исследователи в качестве руководства для обнаружения повре-

ждений использовали формы собственных колебаний до и после повреждения 

конструкции. Для их сопоставления чаще всего применялся критерий модаль-

ной гарантии (MAC) и координатный критерий модальной гарантии (COMAC). 

MAC оценивает корреляции измеренных и расчетных форм собствен-

ных колебаний. Он определяется следующим образом [13]: 

 ( )
( )( )

2
,

MAC ,
, ,

T
a e

a e T T
a a e e

 
  =

   
, (15) 

где а и е − аналитические и экспериментальные векторы форм собственных 

колебаний соответственно. 

Если значение MAC равно 1, то между собственным вектором аналити-

ческой модели и измеренным вектором имеется полная согласованность, 

а нулевое значение MAC указывает на абсолютную несогласованность. 

Другим известным методом сравнения и сопоставления двух наборов  

(A и B) форм вибрационных мод является COMAC. Отличие этого критерия 

состоит в том, что рассматриваются значения собственных форм только 

в точках измерения. Если i – это место измерения, N – общее количество 

сравниваемых форм собственных колебаний, а , ,иi A j i B j   – элементы век-

тора форм собственных колебаний для наборов A и В в j-й сравниваемой паре 

форм, то COMAC для места измерения i определяется следующим образом: 

 ( )

2

, ,

1

2 2
, ,

1 1

COMAC .

N

i A j i B j

j

N N

i A j i B j

j j

i
=

= =

 
   

  
=

 



 
 (16) 

Значение COMAC, близкое к единице, указывает на хорошее согласова-

ние в выбранном месте между двумя наборами данных, а значение, близкое 

к нулю, указывает на несогласованность этих наборов данных. 

В некоторых случаях используется комбинированная характеристика 

согласованности, которая выражается формулой 

 
( )

2 2

1 1

1
.

a eN N
ii i

i ie
ii ii

MAC

MAC= =

  − −
 +    

   (17) 

Здесь i и i обозначают весовые коэффициенты для i-й собственной частоты 

и i-го модального вектора соответственно, с помощью которых учитывается 

значимость и доверие к точности используемых данных. 
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Обновление матриц 

Другой класс методов идентификации повреждений основан на моди-

фикации матриц расчетных моделей для максимально точного воспроизведе-

ния измеренного статического или динамического отклика данных. Эти мето-

ды решают проблемы для обновленных матриц (или возмущений номиналь-

ной модели, которые производят обновленные матрицы) путем формирования 

ограниченной задачи оптимизации на основе уравнений движения номиналь-

ной модели и измеренных данных. 

Существует несколько различных физических уравнений, которые ис-

пользуются в качестве целевых функций или ограничений для задачи обнов-

ления матрицы, в зависимости от алгоритма обновления. Предполагается из-

вестным динамическое поведение неповрежденной конструкции, которое мо-

жет быть представлено уравнениями, имеющими в матричной форме вид 

 ( ).u u uM x C x K x f t+ + =  (18) 

Для собственных значений, соответствующих этому уравнению, выпол-

няется условие 

 ( )
2

0,u u u u u u
i i iM C K

 
 +  +  = 

 
 (19) 

где иu u
i i   − это известное или измеренное собственное значение и собствен-

ный вектор неповрежденной конструкции. Предполагается, что это уравнение 

должно выполняться для всех измеренных форм собственных колебаний. 

Теперь рассмотрим собственные значения и собственные векторы, соот-

ветствующие поврежденному состоянию иd d
i i  . Подстановка этих величин 

в приведенное выше уравнение дает 

 ( )
2

,d u d u
i i iM C K d

 
 +  +  = 

 
 (20) 

где d определяется как «остаточная сила» для i-й формы собственных колеба-

ний поврежденной конструкции. Этот вектор представляет собой силу, меня-

ющуюся по гармоническому закону, которая должна быть приложена к по-

врежденной конструкции, описываемой матрицами , ,d d dM C K на измерен-

ной частоте 
d
i , чтобы структура отвечала наблюдаемой форме собственных 

колебаний 
d
i . 

Есть несколько методов, которые были использованы для вычисления 

аналитических модельных матриц поврежденной структуры , ,d d dM C K  так, 

чтобы полученное уравнение движения было сбалансированным, т. е. выпол-

нялось условие 

 ( )
2

0,d d d d d u
i i iM C K

 
 +  +  = 

 
 (21) 

где матрицы поврежденной модели определяются как матрицы неповрежден-

ной модели минус возмущение 
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 , , .d u d u d uM M M C C C K K K= −  = −  = −   (22) 

Подставляя (22) в уравнение (21), получаем 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

0d u d u u u
i i iM M C C K K

 
 −  +  − + −  = 

 
 (23) 

и, перенося члены возмущения в правую часть уравнения, приходим к урав-

нению 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

d u d u u d d d d
i i i i i iM C K M C K

   
 +  +  =   +   +     

   
. (24) 

Левая часть этого уравнения состоит из известных величин и ранее бы-

ла определена как остаточная сила, поэтому уравнение, которое необходимо 

решить для возмущений матрицы, можно записать в виде 

 ( ) ( )
2

d d d
i i i iM C K d

 
  +   +   = 

 
. (25) 

Ошибка модальной силы di может использоваться как целевая функция 

при решении задачи 

 ( ) ( ) 
, ,
min , , , ,i

M C K
d M C K R M C K

  
   +    , (26) 

где R − функция ограничений, а  − множитель Лагранжа или константа 

штрафной функции. 

В качестве альтернативы иногда используются оценки ошибок, постро-

енные на сопоставлении форм собственных колебаний, когда ошибка вывода 

для модального отклика конструкции определяется следующим образом: 

 ( ) ( )ˆ 1,2,..., ,i ii
e x i m= − =  (27) 

где x – вектор системных параметров; i  – вычисленный вектор i-й формы 

собственных колебаний; ˆ i  – измеренный вектор i-й формы собственных ко-

лебаний и m – количество измеренных форм соответственно. 

Неизвестные параметры получаются путем минимизации целевой 

функции, сформулированной выходным вектором ошибок, определяемым 

уравнением (27). Следовательно, оценка параметров становится нелинейной 

задачей оптимизации с ограничениями типа 

 ( ) ( )
2

1

1
ˆmin при условии 0,

2

m

i i i
x

i

x R x
=

 =   −   (28) 

где R(x) − верхние или нижние ограничения на значения системных парамет-

ров, а i − весовой коэффициент для i-й формы. Чтобы решить задачу оптими-

зации, выраженную формулой (28), используется рекурсивное квадратичное 

программирование, для чего требуется знать чувствительность функции оши-

бок для параметров системы. Она определяется формулой 

 , ,

1

ˆ  ,
m

x i i i i x

i=

 =   −   (29) 
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где нижний индекс (·),х обозначает частную производную по системному пара-

метру х. Когда вектор формы собственных колебаний нормализуется по матри-

це масс, матрица чувствительности вектора выглядит следующим образом: 

 
( )

( )
,

,

1

,

Tm
i i x j

j x iT
i i j i j

K
i j

M=

 
 = −  

 −  
  (30) 

где , M и K,х соответственно обозначают собственное значение, матрицу масс 

и матрицу чувствительности матрицы жесткости конструкции по отношению 

к параметру системы. 

Однако в случаях, когда собственные формы измеряются лишь частич-

но, мы не можем использовать чувствительность, приведенную в (30), с нор-

мализацией по матрице масс. Если же предположим, что   нормализуется 

произвольной матрицей C, то можно выразить ее чувствительность ,x  сле-

дующим образом: 

 
,

, ,

1
.

T
i i xT

j x j x i i jT T
i i i i

C
C

C C

  
  =    −
     

 (31) 

Если заменить T
i iC   на mc, то уравнение (31) можно представить 

в следующем виде: 

 ( ), , ,3

1 1
.T

j x i x i i x i
c c

C
m m

 =  −     (32) 

Задача минимизации (28) является плохо обусловленной. Это означает, 

что результаты ее решения могут быть бессмысленными или расходиться 

в процессе оптимизации. Для преодоления такой нестабильности использует-

ся метод регуляризации, когда возможное пространство решений задачи 

сужается путем добавления к целевой функции регуляризирующей добавки. 

В частности, одним из часто используемых является регуляризатор 

 ( ) ( )
2

0 ,
2

R F
K x K x


 = −  (33) 

где  и x0 обозначают коэффициент регуляризации и системные параметры, пред-

ставляющие базовые свойства структуры, соответственно, а 
22

1 1

n m

ijF
i j

a
= =

 = − 

квадрат нормы Фробениуса nm матрицы А. Тогда задача идентификации регуля-

ризованной системы определяется следующим образом: 

( ) ( ) ( ) ( )
22

0

1

1
ˆmin при условии 0.

2 2

m

i i i Fx
i

x K x K x R x
=


 =   − + −   (34) 

Практическое применение 

Имеются многочисленные сообщения о применении методов обновле-

ния расчетных моделей и идентификации повреждений. Упомянутые ниже 
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примеры служат только иллюстрацией разнообразия практических проблем, 

где возникает необходимость использования этих методов. 

Наиболее активное применение методов идентификации и поиска по-

вреждений первоначально наблюдалось в аэрокосмической технике. В том 

числе это касалось и практических применений упомянутых методов, которое 

сегодня попросту стало элементом технологии. Так, авторы работы [18] опи-

сывают разработку и внедрение модульной инспекционной системы космиче-

ского челнока «шаттл». Проведение модальных испытаний образцов орби-

тального аппарата использовалось для выявления повреждений передней 

кромки крыла, щитка кузова, передней, средней и задней панелей фюзеляжа. 

В статье обсуждаются результаты этих испытаний образцов, а также испыта-

ния на полной конструкции орбитального аппарата. А в работе [19] описано 

определение местонахождения повреждения в стрингере несущей конструк-

ции самолета DC-9. 

Публикации об идентификации объектов гражданского строительства 

представлены, главным образом, описаниями работ конструкций многоэтаж-

ных зданий и мостов. Так, например, в работе [20] представлены подробные 

сведения об идентификации и моделировании методом конечных элементов 

18-этажного здания из железобетона в Катманду, которое было повреждено во 

время землетрясения в Горхе в Непале. 

Рассматривались и другие типы конструкций, например, в исследовании 

[21] успешно определили модальные параметры телевизионной башни 

в Нанкине, используя измеренную реакцию на ускорения окружающей среды 

(микросейсмы). А в [22] описан процесс динамической идентификации коло-

кольни собора в Палермо, начиная с измерения отклика высокочувствитель-

ных сейсмометров и анализа ответных сигналов, проведенной на основе этих 

измерений основных модальных форм. 

Мосты имеют специфические проблемы, которые не существуют в кон-

струкциях здания, такие как нагрузка транспортного средства или пешехода 

(транспортными средствами или пешеходами), в дополнение к ветровой 

и сейсмической нагрузке. Загрузка транспортного средства добавляет трудно-

сти в точном моделировании моста в отношении усталости из-за многократ-

ной и длительной нагрузки. 

Авторы [23] проводят данные исследований на вантовом мосту, в рабо-

те [24] идентифицируются колебания и аэродинамические эффекты проезжей 

части вантового моста, а в исследовании [25] сопоставляются три различных 

метода идентификации системы применительно к подвесному мосту Альфре-

да Зампа под Сан-Франциско. 

Другие обратные задачи 

Идентификация расчетной модели и определение ее параметров, в том 

числе и поиск возможных неисправностей, является важным, но не един-

ственным классом обратных задач строительной механики. Универсальность 

разработанных подходов к решению таких задач позволила рассматривать 

и другие практически важные задачи, естественно, с учетом их особенностей. 
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Оценка механических свойств материалов 

В числе первых задач идентификации были задачи, связанные с оценкой 

свойств конструкционных материалов (механических, теплофизических, 

идентификация полимерных и композитных материалов). 

Так, в статье [26] в общих чертах обсуждается применимость системы 

идентификации для целей характеристики материала. Основой для предлага-

емых подходов являются методы теории идентификации в сочетании с итера-

ционными схемами последовательного уточнения характеристик материалов 

в образце, учитывающих неоднородное напряженно-деформированное состо-

яние, большие деформации и зависимость от скорости деформирования. 

В работе [27] рассмотрены задачи параметрической идентификации меха-

нических характеристик композиционных материалов. В математической поста-

новке они сведены к задачам математического программирования. Минимизация 

полученной целевой функции производится с применением стабилизирующего 

функционала. В работах приведены примеры практической реализации предло-

женного метода в задачах обработки экспериментальных данных. 

Идентификации параметров, позволяющих построить обобщенную кри-

вую деформирования и описать свойства материала во всем диапазоне испы-

тываемых нагрузок, вызывающих как упругое, так и пластическое деформи-

рование, посвящено исследование [28], которое основано на анализе поведе-

ния образца при внедрении индентора в массив материала. 

Многие исследования посвящены идентификации механических харак-

теристик для конструкций на упругом основании, в которых основной про-

блемой является восстановление неизвестных свойств реального грунтового 

основания. Чаще всего задача ставилась как определение параметров извест-

ной модели упругого основания, например Винклера или Пастернака [29−31]. 

Восстановление исходного состояния 

В механике иногда изучают задачи, в которых граничных или началь-

ных условий недостаточно для определения решения. Для этого необходимо 

ввести подходящее количество вспомогательных данных для дополнения ин-

формации. Эти вспомогательные данные почти всегда получаются из измере-

ний, выполненных на границе или в области. В этом контексте возникает мно-

го интересных технических проблем, например, таких как моделирование ста-

тических или динамических воздействий. 

Типичной является так называемая задача Коши в линейной теории упру-

гости, которая может быть сформулирована следующим образом: учитывая 

нагрузки и смещения на доступной части границы упругого тела, следует оце-

нить ту же информацию на недоступной части границы. Эта проблема имеет 

много практических применений, поскольку в реальных задачах иногда данные 

о граничных условиях являются неполными (например, из-за недоступности 

для наблюдений). Примеры решения таких задач приведены, например, в рабо-

тах [32, 33]. 

Примером практического применения может служить публикация [34], 

в которой описывается процедура моделирования и идентификации гранич-
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ных условий для консольно-подобных структур. Задача решалась примени-

тельно к уточнению расчетной модели крыла самолета, ее решение с исполь-

зованием анализа чувствительности собственных частот позволило точно 

смоделировать как жесткость защемления, так и граничную массу. 

В линейных задачах строительной механики вопрос об исходном состо-

янии, как правило, не стоит – считается, что ненагруженная система имеет 

нулевые перемещения и напряжения. Исключением являются задачи о пред-

варительно напряженных системах, где предполагается присутствие некото-

рой системы внутренних усилий, находящихся в равновесии с нулевой внеш-

ней нагрузкой. Преднапряжение создают для получения некоторой желатель-

ной картины распределения внутренних усилий, которая должна быть 

реализованной при расчетном нагружении. Поскольку желательная картина 

полагается полностью известной, то достаточно решить полностью опреде-

ленную задачу о разгрузке системы, что реализуется теми же способами, что 

и для прямых задач. 

Более сложная обратная задача связана с определением остаточных напря-

жений, т. е. напряжений, соответствующих нулевым нагрузкам. Для этого иногда 

используются методы испытаний, требующие создания отверстия или разреза 

в конструкции, но иногда требуется решить задачу неразрушающим способом. 

Задача решается на основе анализа эффекта, вызванного дополнительной испы-

тательной нагрузкой и измеренных в подходящем числе точек [35−37]. При этом 

учитывается возможность наличия ошибок в измеренных данных. 

Восстановление нагрузок 

Оценка сил возбуждения является важной проблемой в анализе кон-

струкций. Когда это возможно, для непосредственного измерения использу-

ются датчики силы, однако такое прямое измерение во многих ситуациях за-

труднительно или невозможно. В качестве примера укажем на идентифика-

цию неизвестных нагрузок, приложенных к свае, входящей в систему 

стабилизации крутого горного склона, по данным об измерениях перемеще-

ний в точках, расположенных вдоль оси свай [38]. 

Кроме того, определение нагрузок механической системы представляет 

несомненный интерес как инструмент для диагностики эффективности и не-

эффективности всякого рода силозадающих устройств. Всякий раз, когда 

непосредственное знание о силе невозможно, мы идем обратным путем. Та-

ким образом, следует обратный процесс, и при таких обстоятельствах иден-

тификация силы является обратной задачей. Статические задачи указанного 

типа рассматривались, например, в работах [39−41]. 

Но чаще всего нас интересует решение такой динамической задачи, 

когда из измерения набора динамических откликов в некоторых точках кон-

струкции (например, ускорений, смещений или деформаций) можно косвен-

но оценить силы. Идентификация силы может быть выполнена либо во вре-

менной области, либо в частотной области. В качестве примера первого 

подхода укажем на работу [42], где для линейной системы рассматриваемая 

задача, относящаяся к классу граничных обратных задач механики, сведена 

к системе линейных алгебраических уравнений относительно коэффициен-
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тов, посредством которых искомое воздействие аппроксимируется кусочно-

постоянной функцией. При этом для вычисления входящих в элементы рас-

четных систем значений передаточной функции, соответствующих показа-

ниям регистрируемой величины на единичное ступенчатое воздействие, был 

использован метод конечных элементов. Решения в частотной области при-

водятся, например, в работах [43, 44]. 

Заключительные замечания 

Представленный выше краткий обзор публикаций по задачам системной 

идентификации конструкций и примыкающим к ним проблемам является да-

леко не полным. Его основной задачей было привлечение внимания специа-

листов к этой активно развивающейся области исследований, имеющей важ-

ное практическое значение. 

Большинство опубликованных работ посвящено небольшим и академи-

ческим задачам. Системная идентификация крупных реальных конструкций 

с нелинейным поведением, подверженным неизвестным динамическим нагруз-

кам, таким, например, как сильные движения грунта при землетрясениях, явля-

ется сложной и еще не до конца решенной задачей. Полагаем, что ее реализация 

станет важной темой будущих исследований. 
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