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КРИТЕРИЙ ОЦЕНКИ ОПТИМАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ  

ПРИ ФОРМИРОВАНИИ КУСОЧНО-ПОСТОЯННЫХ 

УЧАСТКОВ ПОЛКИ СТЕРЖНЕЙ ДВУТАВРОВОГО 

ПОПЕРЕЧНОГО СЕЧЕНИЯ ПРИ ОГРАНИЧЕНИЯХ  

ПО УСТОЙЧИВОСТИ ИЛИ НА ВЕЛИЧИНУ  

ПЕРВОЙ ЧАСТОТЫ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ 

В опубликованных работах авторов были рассмотрены некоторые особые свойства 

соответствующих оптимальных систем и сформулированы критерии, позволяющие 

адекватно оценить близость оптимальных решений к минимально материалоѐмкому. 

В частности были представлены такого рода критерии для стержней с двутавровым по-

перечным сечением при заданных ограничениях по устойчивости или на величину пер-

вой частоты собственных колебаний. 

Указанные критерии можно использовать при решении задачи оптимизации, когда 

поперечные сечения стержня непрерывно изменяются по его длине. Определяемые та-

ким образом оптимальные решения могут рассматриваться как идеализированный объ-

ект в смысле предельного. Данная функция оптимального проекта дает возможность 

оценивать реальное конструкторское решение на основе критерия его близости к пре-

дельному (например, по материалоѐмкости). 

Такого рода оптимальный проект также может использоваться и как определенный 

ориентир при реальном проектировании, например, в рамках поэтапного процесса пере-

хода от идеального объекта к реальному. 

Следует отметить, что при этом на каждом этапе имеется возможность оценить из-

менения показателя оптимальности объекта по сравнению с начальным и с идеализиро-

ванным решениями. В частности, один из вариантов соответствующего процесса преду-

сматривает замену непрерывного изменения размеров поперечных сечений стержня по 

его длине соответствующими кусочно-постоянными участками. Границы этих участков 

могут выбираться на основе идеального объекта, а размеры поперечных сечений опре-

деляться с использованием одного из методов оптимизации. В настоящей статье пред-

ставлены критерии, дающие возможность достоверно и надежно оценить момент окон-

чания процесса подобной оптимизации. 

Ключевые слова: критерий; оптимизация; особые свойства; устойчивость; 

частота; критическая сила; формы потери устойчивости; формы собственных 

колебаний; приведѐнные напряжения. 
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Specific properties of optimum systems have been already considered in previous research. 

Moreover, the criteria were proposed for a correct assessment of proximity of optimum to mini-

mum material consumption. In particular, the criteria are  proposed for rods of rectangular cross-

section with stability or first eigen-frequency limits. These criteria can be used for problem opti-

mization, when the rod cross-sections continuously change longitudinally. The obtained optimum 

solutions can be considered as a perfect limited object. This optimum project function allows re-

searcher to assess the real design solution using the proximity limit criterion (for example, mate-

rial consumption limit). This kind of optimum design can also be used as a guideline for real de-

sign in terms of a stage-by-stage process of transition from a perfect  to real object. In this case, it 

is possible to assess changes in the object optimality at each stage as compared to the initial and 

idealized solutions. In particular, one of the variants of the process includes replacing the rod with 

continuous longitudinally varying cross-sections by a rod with piecewise constant sections. The 

section boundaries can be based on a perfect object, and cross-sections can be determined by one 

of the optimization methods. This paper presents criteria, which ensure the reliable definition of 

the time of completion of the optimization process. 
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В работах по минимизации веса конструкций [1–7], в частности стерж-

ней при различных ограничениях, начиная с публикаций Лагранжа [8], 

Т. Клаузена [9], Е.Л. Николаи [10] и других, формулировались особые свой-

ства оптимальных конструкций [11, 12]. Так, в работе [13] были сформулиро-

ваны критерии, позволяющие оценивать близость решений по оптимизации 

стержней прямоугольного поперечного сечения к минимально материалоѐм-

кому проекту при ограничениях по устойчивости или на величину первой ча-

стоты собственных колебаний. Полученные критерии применимы для случая, 

когда параметры сечений изменяются непрерывно по длине стержня. Несмот-

ря на то что такой оптимальный проект в подавляющем большинстве случаев 

в прямом виде не реализуется, он, являясь предельным, например, по мини-

мальной материалоемкости, позволяет оценивать принятое конструкторское 

решение. Кроме того, предельный проект может использоваться как началь-
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ная стадия процесса поэтапного движения от идеального объекта к техноло-

гически приемлемому проектному решению [13, 14]. В частности, такой про-

цесс может состоять в замене непрерывного изменения размеров поперечных 

сечений стержня по его длине на кусочно-постоянное. Для этого по длине 

стержня намечаются участки, в каждом из которых размеры поперечных се-

чений не меняются. Выбор границ таких участков определяется как техноло-

гическими требованиями, так и стремлением приблизиться к минимально ма-

териалоѐмкому решению. После выбора границ участков размеры поперечных 

сечений определяются на каждом участке одним из методов оптимизации. 

В большинстве методов оптимизации за критерий завершения процесса 

принимается состояние, при котором на очередном шаге соответствующего 

поиска изменение функции цели оказывается меньше некоторой заранее вы-

бранной малой величины. Однако известны случаи, когда при малом измене-

нии на соседних шагах функции цели координаты точки оптимума заметно 

изменяются. Очевидно, что наличие критерия, более объективно оцениваю-

щего близость решения к оптимуму, повысит уверенность в полученном ре-

зультате. Такие критерии были сформулированы в работе [13] для оптимиза-

ции стержней прямоугольного поперечного сечения при ограничениях по 

устойчивости или на величину первой частоты собственных колебаний, когда 

параметры сечений изменяются непрерывно по длине стержня. Эти критерии 

позволяют оценивать близость полученного решения к минимально материа-

лоѐмкому проекту. В настоящей статье предлагаются аналогичные критерии 

для некоторых случаев проектирования полок стержней [15–19] наименьшего 

веса с двутавровыми кусочно-постоянно изменяющимися по длине стержня 

поперечными сечениями (рис. 1, а, б) при ограничениях по устойчивости или 

на величину первой частоты собственных колебаний. 

 

 
 

Рис. 1. Сечение рассматриваемого стержня 

 

Пусть не варьируются высота сечения 1b , толщина полки p  и толщина 

стенки st , а варьируются только размеры ширины полки 2 [ ]kb i  (i = 1, 2, …, n) 

при кусочно-постоянном изменении. Собственные колебания происходят 

в одной главной плоскости инерции. 

Критерий, позволяющий оценивать результаты решений об оптимиза-

ции ширины полки при ограничениях по устойчивости или величины первой 
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частоты собственных колебаний для случая, когда ширина полки изменяется 

непрерывно по длине стержня, сформулирован в работе [13]. Этот критерий 

может быть представлен в виде трѐх вариантов: 

 2 2 2 2
1 1 1 1 0( ) ( )( 2 ) 3 ( ) 2 const;t p px b x b E k v                (1) 

 2 2 2 21 1
1 1 0( ) ( )( 1) 3 ( ) const

2 2
t

p p

b b
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t t
p p

b b
x x x E k v              

 
 (3) 

где 1 ( )x  и 1 t  – соответственно нормальные напряжения в крайних волок-

нах двутаврового сечения и в волокнах на границе стенки и полки. 

Вариант (3) введен лишь для того, чтобы подчеркнуть его связь с ранее 

сформулированными критериями. Использование этого варианта критериев 

при ограничениях на величину низшей частоты собственных колебаний для 

оценки процесса на начальных стадиях оптимизации может привести к отри-

цательным значениям подкоренных выражений. Поэтому для избегания сбоев 

вычислительного процесса вариант (3) не следует использовать. 

Сформулируем критерий, позволяющий оценивать результаты решений 

об оптимизации ширины полки при ограничениях по устойчивости или вели-

чины первой частоты собственных колебаний при кусочно-постоянном изме-

нении размеров. 

Запишем функцию цели в виде 

 0

1

[ ] [ ]
n

uV F i l i  ,   где   2 1[ ] 2 [ ] 2p st p stF i b k i b        . 

Но, так как варьируются только значения 2 [ ]kb i , примем 

 0 2

1

2 [ ] [ ]
n

k p uV b i l i    . (4) 

Ограничения на величину низшей частоты собственных колебаний  

 0 1[1]  . (5) 

Для выявления критерия достижения функцией цели минимума при 

ограничении на величину низшей частоты собственных колебаний использу-

ем метод поиска условного экстремума. 

Сформируем интеграл, условия экстремума которого должны обеспе-

чить как минимум функции цели (4), так и выполнение условий, что заданная 

частота будет низшей собственной в главной плоскости инерции, то есть  

 0 1[1].   (6) 

Как уже отмечалось, при выполнении (6) в виде равенства должно 

иметь место условие 
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Момент инерции сечения записывается в виде 
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       . (8) 

Выражение, экстремум которого обеспечит минимум функции 
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и выполнение условий, запишется в виде 
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Очевидно, что вариации выражения 0V   (11) по 1  приведут к выпол-

нению условия (10). 

Для отыскания минимума выражения (11) при поставленных условиях 

(6), (10) запишем систему уравнений 
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Запишем i -е уравнение 
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Учитывая, что p  и 1  – постоянные величины, можем записать  
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         . (13) 

Как известно, нормальные напряжения в стержне при изгибе в волокне, 

отстоящем от нейтрального слоя на расстоянии sy , определяются зависимо-

стью ( ) /sM y I   . Так как M EI v   , запишем sE y v     . 
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После простых преобразований (13) перепишется в виде 
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Заметим, что 
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соответственно квадрат нормального напряжения в крайних волокнах двутав-

рового сечения и в волокнах на границе стенки и полки. 

Теперь (14) запишется в виде 
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Перепишем зависимости (15) и (16) в виде 
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Как отмечалось выше, сформулированные критерии могут использо-

ваться и тогда, когда вводится только ограничение по устойчивости. В этом 

случае в выражениях критериев значение собственной частоты полагается 

нулевым. Сравнение критериев (17), (18), полученных при кусочно-

постоянном изменении ширины полки, с аналогичными критериями при не-

прерывном еѐ изменении (1), (2) и (3) показывает, что под интегралами в (17) 

и (18) стоят соответственно выражения (1) и (2). Критерии 1[ ]S i  и 2[ ]S i  со-

держат множитель 1/ [ ]kl i . Поэтому критерии (17) и (18) могут рассматри-

ваться на каждом кусочно-постоянном участке как среднее значение соответ-

ственно критериев (1) и (2) на единицу длины участка. Для иллюстрации воз-

можностей полученного критерия приведем примеры. 

Пример 1. Приведем пример использования критерия (17) для случая, 

когда вводятся ограничения по устойчивости. 
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Рассмотрим прямолинейный шарнирно опертый стержень двутаврового 

сечения пролѐтом l = 6 м, загруженный продольной силой P = 9000000 Н 

(рис. 2, а). Модуль упругости материала стержня 206000МПаE   [15, 20]. 

Высота сечения двутавра 1 0,29м,b   толщина стенки 0,009м,st   полки 

0,014м.p   

 

 
 

Рис. 2. К примеру 1 

 

Требуется определить очертание полки двутавра таким образом, чтобы 

критическая сила была бы не больше действующей, а объѐм материала полки 

был бы минимальным. 

Ограничение по устойчивости запишем в виде 

 крP P , (19) 

а функцию цели в виде (4). Оптимизацию [8–14, 20, 21] проведѐм методом 

случайного поиска на основе дискретной модели из 25 участков. 

Рассмотрим три варианта. За исходный вариант принята полка постоян-

ного по длине сечения. Значения ее размеров определены при первом выходе 

на границу области допустимых решений. Они оказались равными 0
2 [ ]b i   

0,2737м.  При этом функция цели равна 3
0 0,0460м .V   Результаты этого 

варианта представлены во втором столбце табл. 1 и на рис. 2, б. 

Во втором варианте рассматривается непрерывное изменение размеров 

ширины полки. За критерий остановки процесса оптимизации здесь принята 

близость нормированного значения критерия (1) к единице. В сечениях 1 и 25 

критерий значительно отличается от единицы, что объясняется достижением 

шириной полки размера толщины стенки и остановкой в этих сечениях про-

цесса оптимизации. Результаты этого варианта приведены в столбцах 3 и 4 

табл. 1 и на рис. 2, б. Функция цели в этом варианте равна 3
0 0,0372м ,V   что 

на 19,20 % меньше, чем у исходного варианта. 

   

 

а 

б 
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Таблица 1 

Сведения о вариантах решения примера 1 

№  

п/п 
0
2 [ ]b i , м 2[ ]b i , м 

2
1ωσ [ ]i  2 [ ]kb i , м 2

1ωσ [ ]i  1[ ]S i  

1 2 3 4 5 6 7 

1 0,2737 0,009 0,7308 0,1233 0,0153 1,0000 

2 0,2737 0,0581 0,9994 0,1233 0,1351 1,0000 

3 0,2737 0,1075 1,0000 0,1233 0,3596 1,0000 

4 0,2737 0,1524 0,9986 0,1233 0,6605 1,0000 

5 0,2737 0,1926 0,9976 0,1233 1,0000 1,0000 

6 0,2737 0,2277 0,9999 0,3139 0,2564 0,9992 

7 0,2737 0,2584 0,9997 0,3139 0,3220 0,9992 

8 0,2737 0,2843 0,9994 0,3139 0,3852 0,9992 

9 0,2737 0,3057 0,9985 0,3139 0,4426 0,9992 

10 0,2737 0,3220 0,9997 0,3139 0,4908 0,9992 

11 0,2737 0,3341 0,9976 0,3139 0,5274 0,9992 

12 0,2737 0,3412 0,9975 0,3139 0,5501 0,9992 

13 0,2737 0,3435 0,9979 0,3139 0,5578 0,9992 

14 0,2737 0,3412 0,9975 0,3139 0,5501 0,9992 

15 0,2737 0,3341 0,9976 0,3139 0,5274 0,9992 

16 0,2737 0,3220 0,9997 0,3139 0,4908 0,9992 

17 0,2737 0,3057 0,9985 0,3139 0,4426 0,9992 

18 0,2737 0,2843 0,9994 0,3139 0,3852 0,9992 

19 0,2737 0,2584 0,9997 0,3139 0,3220 0,9992 

20 0,2737 0,2277 0,9999 0,3139 0,2564 0,9992 

21 0,2737 0,1926 0,9976 0,1233 1,0000 1,0000 

22 0,2737 0,1524 0,9986 0,1233 0,6605 1,0000 

23 0,2737 0,1075 1,0000 0,1233 0,3596 1,0000 

24 0,2737 0,0581 0,9994 0,1233 0,1351 1,0000 

25 0,2737 0,009 0,7308 0,1233 0,0153 1,0000 

0V , м
3
 0,0460 0,0372 – 0,0399 – – 

% 0 19,20 – 13,18 – – 

 

В третьем варианте рассматривается кусочно-постоянное изменение 

ширины полки. Как отмечалось выше, выбор границ участков, на которых 

размеры не изменяются, определяется как технологическими требованиями, 

так и стремлением максимально приблизиться к минимально материалоѐмко-

му решению, в данном примере к решению по второму варианту. Предполо-

жим, что технологические требования допускают проектирование стержня из 

трѐх участков. Так как целью примера является иллюстрация критерия (17), 

то, учитывая ограничение объѐма статьи, рассмотрим только один вариант 

выбора границ участков (рис. 2). 
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Результаты оптимизации этого варианта приведены в столбцах 5, 6, 7 

табл. 1 и на рис. 2, б. Величины критерия (17) (столбец 7 табл. 1) во всех сече-

ниях близки к единице, что позволяет остановить процесс оптимизации. 

Функция цели в этом варианте равна 3
0 0,0399м ,V   что на 13,18 % меньше, 

чем у исходного варианта. 

Рассмотрим пример, иллюстрирующий применение критериев для мно-

гопролетных стержней. 

Пример 2. Рассматривается двухпролѐтный стержень двутаврового се-

чения, загруженный продольной силой 5000000НP   и несущий распреде-

лѐнную массу ( ) 200 кг/мm x   (рис. 3, а). Модуль упругости материала 

стержня 206000МПа,E   удельная масса 37850 кг/м .   Высота сечения 

двутавра 1 0,29м,b   толщина стенки 0,009м,st   полки 0,014м.p   

Требуется определить очертание полки двутавра таким образом, чтобы 

первая частота собственных колебаний была бы не больше заданного значения 
1

0 90с  , а объѐм материала полки был бы минимальным. Оптимизацию про-

ведѐм методом случайного поиска на основе дискретной модели из 40 участков. 

 

 
 

Рис. 3. К примеру 2 

 

Рассмотрим три варианта. За исходный вариант принята полка постоян-

ного по длине сечения. Значения еѐ размеров определены при первом выходе 

на границу области допустимых решений. Они оказались равными 
0
2 [ ] 0,2934м.b i   При этом функция цели равна 3

0 0,0986 м .V   Результаты 

этого варианта представлены во втором столбце табл. 2 и на рис. 3, б. 

Во втором варианте рассматривается непрерывное изменение размеров 

ширины полки. За критерий остановки процесса оптимизации здесь принята 

близость нормированного значения критерия (1) к единице. В сечениях 7 и 22 

а 

б 
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критерий значительно отличается от единицы, что объясняется достижением 

шириной полки размера, близкого к толщине стенки, и остановкой в этих сече-

ниях процесса оптимизации. Результаты этого варианта приведены в столбцах 3 

и 4 табл. 2 и на рис. 3, б. Функция цели в этом варианте равна 3
0 0,0758м ,V   

что на 23,10 % меньше, чем у исходного варианта. 

Таблица 2 

Сведения о вариантах решения примера 2 

№  

п/п 
0
1 [ ]b i , м 1[ ]b i , м 2

1ωσ [ ]i  1 [ ],kb i м 2
1ωσ [ ]i  1[ ]S i  

1 2 3 4 5 6 7 

1 0,2934 0,3400 0,9962 0,2772 0,6888 0,9994 

2 0,2934 0,2842 0,9961 0,2772 0,4922 0,9994 

3 0,2934 0,2243 0,9974 0,2772 0,3177 0,9994 

4 0,2934 0,1610 0,9948 0,2772 0,1743 0,9994 

5 0,2934 0,0939 0,9982 0,0706 0,7387 0,9994 

6 0,2934 0,0254 0,9766 0,0706 0,1250 0,9994 

7 0,2934 0,0099 0,2779 0,0706 -0,0121 0,9994 

8 0,2934 0,0574 1,0000 0,0706 0,2994 0,9994 

9 0,2934 0,1116 0,9900 0,0706 0,9401 0,9994 

10 0,2934 0,1556 0,9955 0,2199 0,2063 0,9997 

11 0,2934 0,1906 0,9971 0,2199 0,3243 0,9997 

12 0,2934 0,2168 0,9976 0,2199 0,4317 0,9997 

13 0,2934 0,2350 0,9930 0,2199 0,5129 0,9997 

14 0,2934 0,2439 0,9950 0,2199 0,5574 0,9997 

15 0,2934 0,2451 0,9914 0,2199 0,5605 0,9997 

16 0,2934 0,2370 0,9954 0,2199 0,5232 0,9997 

17 0,2934 0,2206 0,9963 0,2199 0,4523 0,9997 

18 0,2934 0,1958 0,9960 0,2199 0,3589 0,9997 

19 0,2934 0,1625 0,9945 0,2199 0,2561 0,9997 

20 0,2934 0,1206 0,9986 0,1046 0,5722 0,9989 

21 0,2934 0,0722 0,9970 0,1046 0,2569 0,9989 

22 0,2934 0,009 0,0091 0,1046 -0,0045 0,9989 

23 0,2934 0,0778 0,9993 0,1046 0,2657 0,9989 

24 0,2934 0,1657 0,9938 0,1046 1,0000 0,9989 

25 0,2934 0,2407 0,9946 0,3908 0,1419 0,9998 

26 0,2934 0,3030 0,9947 0,3908 0,2415 0,9998 

27 0,2934 0,3528 0,9972 0,3908 0,3473 0,9998 

28 0,2934 0,3916 0,9955 0,3908 0,4472 0,9998 

29 0,2934 0,4192 0,9959 0,3908 0,5300 0,9998 

30 0,2934 0,4364 0,9962 0,3908 0,5868 0,9998 
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Окончание табл. 2 

№  

п/п 
0
1 [ ]b i , м 1[ ]b i , м 2

1ωσ [ ]i  1 [ ],kb i м 2
1ωσ [ ]i  1[ ]S i  

1 2 3 4 5 6 7 

31 0,2934 0,4436 0,9962 0,3908 0,6115 0,9998 

32 0,2934 0,4410 0,9962 0,3908 0,6017 0,9998 

33 0,2934 0,4281 0,9974 0,3908 0,5588 0,9998 

34 0,2934 0,4057 0,9943 0,3908 0,4876 0,9998 

35 0,2934 0,3714 0,9967 0,3908 0,3961 0,9998 

36 0,2934 0,3264 0,9945 0,3908 0,2946 0,9998 

37 0,2934 0,2686 0,9960 0,3908 0,1942 0,9998 

38 0,2934 0,1987 0,9944 0,1365 0,8821 1,0000 

39 0,2934 0,1163 0,9988 0,1365 0,3351 1,0000 

40 0,2934 0,0250 0,9633 0,1365 0,0382 1,0000 

0V , м
3
 0,0986 0,0758 – 0,0813 – – 

% 0 23,10 – 17,57 – – 

 

В третьем варианте рассматривается кусочно-постоянное изменение 

ширины полки. Как отмечалось выше, выбор границ участков, на которых 

размеры не изменяются, определяется как технологическими требованиями, 

так и стремлением максимально приблизиться к минимально материалоѐмко-

му решению. Учитывая ограничение объема статьи, рассмотрим только один 

вариант выбора границ участков (рис. 3). 

Результаты оптимизации этого варианта приведены в столбцах 5, 6, 7 

табл. 2 и на рис. 3, б. Величины критерия (17) (столбец 7 табл. 2) во всех сече-

ниях близки к единице, что позволяет остановить процесс оптимизации. 

Функция цели в этом варианте равна 3
0 0,0813м ,V   что на 17,57 % меньше, 

чем у исходного варианта. 

При оптимизации стержней с двутавровым поперечным сечением при 

ограничениях по устойчивости или на величину первой частоты собственных 

колебаний, когда поперечные сечения непрерывно изменяются по его длине, 

были сформулированы критерии, оценивающие близость полученных решений 

к минимально материалоѐмкому [13]. Однако такие проекты в большинстве 

случаев в непосредственном варианте не реализуются. В то же время они поз-

воляют оценивать реальное конструкторское решение по критерию его близо-

сти к предельному (например, по материалоѐмкости), а также использоваться 

как ориентир при реальном проектировании. Один из вариантов перехода от 

предельного проекта к реально приемлемому состоит в замене непрерывного 

изменения размеров поперечных сечений кусочно-постоянными участками. 

Границы участков могут выбираться на основе идеального объекта, а размеры 

поперечных сечений определяться одним из методов оптимизации. 

В настоящей статье предлагаются критерии, позволяющие надѐжно 

оценивать момент окончания процесса такой оптимизации. 
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Теоретические результаты статьи в англоязычном варианте представле-

ны в работе [22], а примеры в работе [23]. 
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