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The paper presents the strength analysis of variable rigidity slabs on elastic support with the 

variable subgrade ratio. The analysis is based on a solution of the differential equation of the 
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slabs on elastic support with variable subgrade ratio]. Vestnik Tomskogo gosudar-

stvennogo arkhitekturno-stroitel'nogo universiteta – Journal of Construction and Ar-

chitecture. 2019. V. 21. No. 1. Pp. 201–208. 

Введение 

Рассматриваемая в статье задача имеет отношение к расчету фунда-

ментных плит, нагруженных весом конструкций и контактирующих с основа-

нием [1–4]. 

В настоящей статье рассматривается задача, когда фундаментная плита 

рассчитывается совместно с надфундаментными конструкциями и упругим 

основанием, что, по сути, соответствует задаче изгиба двухслойной плиты на 

упругом основании [1–4], нижний слой которой моделирует фундамент, верх-

ний – надфундаментные конструкции. 

Для решения поставленной задачи расчета двухслойной плиты на упру-

гом основании с переменным и постоянным коэффициентом постели в работе 

используется метод конечных элементов. 

1. Изгиб двухслойной плиты переменной жесткости  

на упругом основании с переменным коэффициентом постели 

Решим задачу изгиба двухслойной плиты переменной жесткости, сво-

бодно лежащей на упругом винклеровском основании, со следующими харак-

теристиками: a1 = b1 = 30 м,  = 0,2; h1 = 1 м, Е1 = 10
7 
кПа, 1 = 25

 
кН/м

3
; в цен-

тре плиты: a2 = b2 = 20 м, h2 = 9 м, Е2 = 10
6 
кПа, 2 = 2,5

 
кН/м

3
; в остальной ча-

сти плиты: h2 = 0, Е2 = 0, 2 = 0 (рис. 1, а). Коэффициент постели грунта 

в каждой точке разбиения сетки различен: C2 = 0,3 C1; C3 = 0,4 C1; C4 = 0,6 C1; 

C5 = 0,7 C1; C6 = 0,5 C1; C7 = 0,7 C1; C8 = 0,8 C1; C9 = 0,8 C1; C10 = 0,9 C1; C1 =  

= 10 000
 
кН/м

3
 (рис. 2). Для сравнения рассматривается вариант, когда по всей 

площади плиты C0 = C1 = const (рис. 1, в). 

Также рассмотрим исходную задачу в традиционной постановке, т. е. 

выполним расчет однослойной плиты постоянной жесткости, свободно лежа-

щей на упругом винклеровском основании, используя характеристики, кото-

рые указаны выше для нижнего слоя плиты. Изгиб такой плиты рассмотрим 

под действием переменной поверхностной нагрузки (рис. 1, б). Так же, как 

и для двухслойной плиты, рассматривается вариант, когда по всей площади 

плиты C0 = const (рис. 1, г). 

Задача решается с использованием метода конечных элементов [5, 6]. 

При реализации метода конечных элементов широкое распространение полу-

чили идеи метода перемещений, однако в ряде случаев весьма плодотворным 

является применение идей смешанного метода [7, 8]. В данном случае в каче-

стве неизвестных в каждом узле принимаются одновременно прогиб и два 

распределенных изгибающих момента, действующих в двух взаимно перпен-

дикулярных направлениях. 

При решении как двухслойная, так и однослойная плиты разбиваются 

на 36 частей (66), при этом в силу симметрии относительно осей Оx и Оy 

рассматривается лишь четверть плиты (рис. 2). 
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Рис. 1. Расчетные схемы изгиба двухслойной (а, в) и однослойной (б, г) плит на упругом 

основании с переменным (а, б) и постоянным (в, г) коэффициентами постели 

 

 
 

Рис. 2. Схема разбиения четверти плиты 

 

Для сравнения результатов расчетов в таблице приведены максималь-

ные значения изгибающих и крутящих моментов, а также вертикальных пере-

мещений, возникающих при изгибе двухслойной и однослойной плит на 

упругом основании с переменным и постоянным коэффициентом постели. 

а б 

в 
г 
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Результаты расчета 

Расчетная 

схема 

Коэффици-

ент жестко-

сти упругого 

основания 

Максимальное 

значение верти-

кальных пере-

мещений, мм 

Максимальное 

значение изгиба-

ющих моментов, 

кНм/м 

Максимальное 

значение кру-

тящих момен-

тов, кНм/м 

Однослойная 

плита 

Постоянный 7,52 57,42 9,16 

Переменный 10,17 145,25 20,23 

Двухслойная 

плита 

Постоянный 5,71 1135,88 192,13 

Переменный 5,51 2196,25 350,23 

 

Зная значения внутренних усилий, можно определить напряжения со-

гласно формулам, приведенным в работах [1, 2]. На рис. 3 представлены эпю-

ры нормальных x и z (рис. 3, а, б) и касательных xн (рис. 3, в) напряжений, 

построенные на основе полученных внутренних усилий в результате расчета 

однослойной модели (традиционная постановка задачи) и двухслойной моде-

ли (совместный расчет) плиты методом конечных элементов. 
 

 
 

Рис. 3. Эпюры нормальных σх (а), σz (б) и касательных τху (в) напряжений 
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Эпюры напряжений x (y) построены для сечения х = 5, у = 0; z – для 

сечения х = 0, у = 0; xy – для сечения х = 5, у = 5. Для каждой из эпюр исполь-

зуются следующие обозначения: 1 – модель однослойной плиты на упругом 

основании с переменным коэффициентом постели; 2 – модель однослойной 

плиты на упругом основании с постоянным коэффициентом постели; 3 – мо-

дель двухслойной плиты с переменным коэффициентом постели; 4 – модель 

двухслойной плиты с постоянным коэффициентом постели. 

Сравнивая результаты расчетов двухслойной и однослойной плит с оди-

наковыми характеристиками упругого основания, следует отметить, что зна-

чения внутренних усилий, возникающих при изгибе двухслойной плиты, зна-

чительно больше, чем внутренних усилий, возникающих при изгибе одно-

слойной плиты. При одинаковых условиях задачи характер эпюр нормальных 

и касательных напряжений двухслойной плиты отличается от характера эпюр 

напряжений однослойной плиты. 

2. Изгиб двухслойной плиты переменной жесткости  

на упругом основании с переменным коэффициентом постели  

с учетом различной высоты верхнего слоя 

Рассмотрим решение задачи изгиба двухслойной плиты на упругом ос-

новании с переменным коэффициентом постели с учетом различной высоты 

верхнего слоя, т. е. надфундаментной конструкции, h2 = 0, 3, 6, 9, 12 м. 

Остальные характеристики для плиты принимаем аналогично представлен-

ным в разд. 1. 

На рис. 4 представлено сравнение эпюр прогибов w и изгибающих мо-

ментов Mx в зависимости от высоты верхнего слоя двухслойной плиты. Эпю-

ры представлены в двух вариантах: первый – для точек, которые находятся на 

диагонали плиты, а второй – для точек, находящихся на оси симметрии пли-

ты. Цифры на рисунке соответствуют значениям h2, м: 1 – h2 = 0; 2 – h2 = 3; 3 – 

h2 = 6; 4 – h2 = 9; 5 – h2 = 12. 

На рис. 5 представлены эпюры нормальных x, z и касательных xy 

напряжений для двухслойной плиты переменной жесткости на упругом осно-

вании с переменным коэффициентом постели с учетом наращивания высоты 

надфундаментной конструкции. 

Укажем характерные особенности приведенных на рис. 5 эпюр на-

пряжений. 

Эпюры нормальных σх и касательных τху напряжений для двухслойной 

плиты на границе двух слоев имеют разрыв (скачок) в связи с тем, что модули 

упругости фундамента и надфундаментной конструкции различны. 

Эпюры нормальных напряжений σz для двухслойной плиты на границе 

двух слоев имеют точки перелома. 

Следует отметить, что напряжения в верхнем слое двухслойной плиты 

являются условными, т. к. надфундаментные конструкции, моделирующие 

этот слой, представлены сплошным телом. В то же время напряжения в ниж-

нем слое двухслойной плиты являются реальными, т. к. учитывают совмест-

ную работу фундамента, надфундаментных конструкций и основания, и их 

характер должен учитываться при проектировании. 
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Рис. 4. Эпюры прогибов w для точек плиты, которые находятся на диагонали (а) и для 

точек плиты, находящихся на оси симметрии плиты (б), изгибающих моментов 

Мх для точек плиты, которые находятся на диагонали (в), и для точек плиты, 

находящихся на оси симметрии плиты (г) 
 

 
 

Рис. 5. Эпюры нормальных σх (а), σz (б) и касательных τху (в) напряжений, возникающих 

в двухслойной плите переменной жесткости на упругом основании с перемен-

ным коэффициентом постели, высота верхнего слоя: 

1 – h2 = 0 м; 2 – h2 = 3 м; 3 – h2 = 6 м; 4 – h2 = 9 м; 5 – h2 = 12 м 
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Заключение 

В статье для исследования напряженно-деформированного состояния 

конструкций зданий и фундаментов, взаимодействующих с грунтовым осно-

ванием, с учетом их совместной работы приведены результаты решения сле-

дующих задач: 

– изгиб двухслойной плиты переменной жесткости на упругом основа-

нии с постоянным и переменным коэффициентом постели; 

– изгиб двухслойной плиты переменной жесткости на упругом основа-

нии с учетом различной высоты верхнего слоя. 

На основании полученных результатов можно сделать следующие выводы: 

Использование модели двухслойной плиты, моделирующей систему 

«здание – фундамент», соответствует реальной совместной работе фундамен-

та и надфундаментных конструкций, при этом последние воспринимают на 

себя значительную часть нагрузки, что обуславливает перераспределение 

внутренних усилий и напряжений в системе. При этом в первую очередь сов-

местно с фундаментом деформируются нижние этажи здания, по мере удале-

ния в сторону верхних этажей этот эффект совместной работы фундамента 

и надфундментных конструкций ослабевает. 

Эпюры нормальных σх и касательных τху напряжений для двухслойной 

плиты на границе двух слоев имеют разрыв (скачок), в связи с тем что модули 

упругости фундамента и надфундаментной конструкции различны, эпюры 

нормальных напряжений σz на границе двух слоев имеют точки перелома. 

Таким образом, полученные в настоящей работе результаты лишь под-

тверждают известные факты совместного деформирования фундамента и над-

фундаментной конструкции. 

В заключение отметим, что для реализации практической потребности 

в разработке инженерных методов прогноза напряженно-деформированного 

состояния системы «здание – фундамент – основание» с использованием до-

статочно простых моделей здания и основания целесообразно проводить рас-

четы с применением представленной в настоящей статье модели в виде двух-

слойной плиты на упругом основании, характеризующемся переменным ко-

эффициентом постели. 
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