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Рассматривается решение двумерной задачи теории упругости на при-

мере балки-стенки, жестко защемленной в основании. Разработаны алгоритм 

и компьютерная программа численного моделирования статической задачи по 

определению напряженно-деформированного состояния балки-стенки под 

действием горизонтальной нагрузки, равномерно распределенной по верти-

кальной грани. Результаты численного анализа сопоставлены с данными дру-

гих авторов. 
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Рассмотрим упругое изотропное двумерное тело с внутренней областью 

 , ограниченной контуром  . Предполагается, что на одной части границы 

  могут быть заданы напряжения, а на другой – перемещения. Принимая за 

основные неизвестные функции перемещений ( , )xu x y  и ( , )yu x y  [м], систему 

дифференциальных уравнений Ламе, в условиях плоского напряженного со-

стояния, представим в виде [1] 
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где *

1 2 / (1 )G G  [т/м
2
]; *

2 (1 ) / (1 )G G   [т/м
2
]; 1G   – модуль упруго-

сти при сдвиге [т/м
2
];    коэффициент Пуассона, здесь принять 0,2. В систе-

ме дифференциальных уравнений (1) x и y
 
являются компонентами объем-

ной силы. Погружая конечную область   с заданными на поверхности   
компонентами напряжений и перемещений в неограниченное пространство, 

которое последовательно загружается единичными силами и описывается 

дифференциальными уравнениями 
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где ( , ), ( , )k x y p   фиксированная и переменная точки в плоскости; ( , )k p 

дельта-функция Дирака; ,x ye e  единичные силы, направленные соответ-

ственно по осям x и y, согласно теореме Бетти; 
2 *

2

xu

x





 вторая частная произ-

водная от фундаментального решения перемещений по координате x, с учетом 

(1) и (2) получаем 

    x xx y yx x xx y yxp u p u d u u d   

 

          

   ( , )xx x yx y xp u p u d p k u d 

 

       . (3) 

Здесь 
xxu ,…, yxp  – фундаментальные перемещения и напряжения Кельвина 

[2]. С учетом свойств дельта-функция Дирака 

 ( , ) ( ) ( ) ( )x xp k u k d k u p


    

второй интеграл в правой части будет равняться ( )xu p , где точка ( , )p    , 

тогда уравнение (3) можно представить в виде 

        ( )x x xx y yx k xx x yx y k x xx y yxu p p u p u d p u p u d u u d     

  

             . (4) 
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Отметим, что фундаментальные перемещения * *

x xx xyu u u   и * *

y yy yxu u u   

удовлетворяют системе дифференциальных уравнений (2). 

Проведя аналогичную процедуру от действия единичной сосредоточен-

ной силы, действующей по оси y, получаем 

        ( )y x xy y yy k xy x yy y k x xy y yyu p p u p u d p u p u d u u d     

  

             . (5) 

Граничные интегральные уравнения можно получить из уравнений (4) 

и (5) при предельном переходе, когда точка ( , )p    устремится к границе  , 

а при этом точка ( , )k x y  находится на границе [3]. Следовательно, при 

( , )p     
уравнения (4) и (5) преобразуются в граничные интегральные 

уравнения [4–6]: 

  (1 )x xx y yx x xx y yx ku c u c p u p u d 



       

    xx x yx y k x xx y yxp u p u d u u d   

 

         , (6) 

  (1 )x xy y yy x xy y yy ku c u c p u p u d 



        

    xy x yy y k x xy y yyp u p u d u u d   

 

         . (7) 

Если воспользоваться наиболее простой аппроксимацией граничных 

параметров в виде В-сплайна нулевого порядка, то из уравнений (6) и (7) по-

лучим систему разрешающих уравнений, которая без учета объемных сил 

представляется в виде 
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* 0,5ij ij ija a   , * 0,5ij ij ijd d   , при i j  1ij  , а при i j  0ij  , 

где 1 2n n n  общее число граничных элементов; 0 0,x yp p  заданные на 

контуре области напряжения; , , ,ij ij ij ija b c d   безразмерные коэффициенты; 

, , ,ij ij ij ije f g h  коэффициенты при неизвестных перемещениях и напряжениях. 

Коэффициенты при неизвестных компонентах перемещений и напряжений 

в системе (8) выражаются так: 
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Здесь  1/ 8 1 ;a G     1/ 4 1 ;b     1 2 ;c    , jS  длина j-го элемента. 

Направляющие косинусы для j-го элемента с номерами j и j + 1 соответ-

ственно в начале и в конце выражаются формулами 

 1 1cos ,j jn    2 1sin ,j jn    1 1cos ,ij ijm    2 1sin ,ij ijm    

 1 1 2 2cos ,ij j ij j ijn m n m    1 2 2 1sin ,ij ij j ij jm n m n    (10) 
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Как следует из (9), с заменой 1 1,m n  на m n2 2,  из коэффициентов ,ij ija b  

можно получить соответственно ijd  и ijc , а из ,ij ije f  соответственно ijh и ijg . 

Вычислив коэффициенты (9) с использованием квадратурной формулы Гаусса 

с четным числом точек, после формирования общей матрицы коэффициентов 

и вектора свободных членов, из решения системы (8), представленной в об-

щем виде 

 AX B , (11) 

где квадратная матрица A порядка 2n  является блочной матрицей 
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 x y x yU U P P



X . 

Прямоугольные блоки *[ ]ija , [ ]ijb , [ ]ijc , *[ ]ijd  размера 1n n , а блоки [ ]ije , 

[ ]ijf , [ ]ijg  и [ ]ijh  имеют размер 2n n . Векторы неизвестных X  и свободных 

членов B  состоят из 2n  элементов. Из решения системы алгебраических 

уравнений (11) методом Гаусса получим вектор X , где одна часть из его эле-

ментов – перемещения на контуре, свободном от закрепления, а другая 

часть – напряжения на опорной части. Тангенциальные и нормальные пере-

мещения точек контура находим по формулам 

 1 1sin cos ,sj xj j yj ju u u      1 1cos sin .nj xj j yj ju u u     (13) 

Для определения деформаций по формулам Коши можно также исполь-

зовать методы численного дифференцирования. После определения вектора 

перемещений, применив необходимую аппроксимацию, можно выразить де-

формации через узловые перемещения. Например, если для аппроксимации 



98 О.А. Ходжибоев  

воспользоваться квадратичным сплайном с носителем 1 1[ , ],j j    то первая 

производная в узлах 1,  j j  и 1j   соответственно равна 

    1 11
/ 3 4 2j j jj

u u u u h 
      , 

    1 1/ 2j jj
u u u h     , (14) 

    1 11
/ 3 4 2j j jj

u u u u h 
     , 

что совпадает с разностными формулами, полученными при разложении ис-

комой функции в ряд Тейлора с учетом двух членов разложения и с порядком 

погрешности остаточного члена 2( )o h . Тангенциальные напряжения s  на 

гранях балки-стенки определяются по следующей формуле: 

 2 (1 )s s nG     , (15) 

где n нормальное напряжение [т/м
2
]. 

Пример. В качестве примера рассмотрим прямоугольную балку-стенку, 

жестко защемленную в основании под действием горизонтальной нагрузки 

1q  т/м
2
, распределенной по вертикальной грани (рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Балка-стенка, защемленная в основании 

 

На основе изложенного алгоритма (11) – (14) и разработанной компью-

терной программы на Фортране получены результаты численного моделиро-

вания балки-стенки (рис. 1) при разбивке каждой грани на 8 граничных эле-

ментов. В табл. 1 результаты численного решения по методу граничных урав-

нений (МГУ) для квадратной балки-стенки сопоставляются с результатами, 

полученными вариационно-разностным методом (ВРМ) [7]. Для наглядности 

на рис. 2 и 3 сопоставлены распределения касательных /xy q  (безразмерные) 

и нормальных напряжений /n q
 
(безразмерные) на защемленной грани АВ. 
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Таблица 1 

Значения напряжений /xy q  и /y q  (безразмерные) в узлах грани АВ 

/ix h  

Касательные напряжения /xy q  

/ix h  

Нормальные напряжения /y q  

Метод гранич-

ных уравнений 

Вариационно-

разностный 

метод 

Метод гранич-

ных уравнений 

Вариационно-

разностный 

метод 

0,5 –1,8660 –1,699 0 –5,1940 –4,675 

1,5 –1,0740 –1,089 1 –2,1900 –1,822 

2,5 –1,0120 –1,050 2 –0,7543 –0,831 

3,5 –0,9336 –0,981 3 –0,2769 –0,292 

4,5 –0,8642 –0,909 4 0,1092 0,122 

5,5 –0,7936 –0,829 5 0,4850 0,526 

6,5 –0,7049 –0,716 6 0,9331 1,017 

7,5 –0,8877 –0,726 7 1,9990 1,798 

   8 4,0550 3,638 

 

 
 

Рис. 2. Сравнение касательных напряжений на защемленном контуре АВ 

 

В табл. 2 приведены величины тангенциальных напряжений /s q  

(безразмерные) на гранях балки-стенки, полученные по МГУ, сравниваются 

с данными по ВРМ [7]. 

/xy q  
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Рис. 3. Сравнение нормальных напряжений на опорной грани АВ 

 

Таблица 2 

Тангенциальное напряжение /s q  на гранях балки-стенки 

Уз-

лы 

Метод граничных уравнений Вариационно-разностный метод 

AB BC CD DA AB BC CD DA 

0 –1 –3,2930 0 0 –1 –3,638 0 0 

1 –0,4493 –2,2840 –0,4743 –0,4587 –0,304 –2,485 –0,011 –0,023 

2 0,1886 –1,5180 –0,2720 –0,1243 0,138 –1,689 –0,088 0,040 

3 0,0692 –0,9640 –0,3591 0,1031 0,149 –1,097 –0,288 0,212 

4 –0,0273 –0,5357 –0,5288 0,3822 –0,020 –0,643 –0,537 0,492 

5 –0,1213 –0,2026 –0,6884 0,7656 –0,088 –0,306 –0,777 0,905 

6 –0,2333 0,0670 –0,7467 1,3460 –0,170 –0,086 –0,952 1,526 

7 0,0307 0,4462 –0,5027 2,4300 –0,300 0,011 –1,023 2,581 

8 0 0 –1 4,1620 0 0 –1 4,675 

 

Для проверки выполнения граничных условий в табл. 3 приведены резуль-

таты расчетов по разработанному алгоритму и программе, составленной на языке 

FORTRAN. Значения нормальных напряжений 0n 
 
на грани BC и 1n  

[т/м
2
]
 
на грани DA соответствуют заданным внешним нагрузкам на контуре. 
 

Таблица 3 

Нормальные напряжения /n q  на гранях BC и DA 

Узлы BC Узлы DA 

9 0 25 –1 

10 0 26 –1 

11 0 27 –1 

12 0 28 –1 

/n q  

x  
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Окончание табл. 3 

Узлы BC Узлы DA 

13 0 29 –1 

14 0 30 –1 

15 0 31 –1 

16 0 32 –1 

 

Вывод 

Численная реализация методом граничных интегральных уравнений при 

использовании В-сплайна нулевого порядка позволяет получать результаты, 

которые удовлетворительно совпадают с известными решениями. Особен-

ность предлагаемой методики расчета состоит в том, что неизвестными в си-

стеме разрешающих уравнений являются только граничные параметры. В свя-

зи с этим можно значительно уменьшить шаг разбивки контура системы с це-

лью уточнения результатов. 
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