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Рассматриваются особенности расчета железобетонных элементов при совместном 

действии продольных сил, изгибающих и крутящих моментов с использованием поверх-

ностей относительного сопротивления по прочности и трещиностойкости, для которых 

выявлены закономерности изменения границ предельных значений. При эксперименталь-

ных исследованиях сжатых железобетонных элементов при кручении установлены зако-

номерности развития деформаций бетона и арматуры, характер трещинообразования 

и схемы разрушения, изменение несущей способности и деформативности эксперимен-

тальных образцов. Разработаны алгоритм и программа расчета железобетонных элементов 

при совместном действии продольных сил, изгибающих и крутящих моментов с нагляд-

ным, в графическом виде, представлением результатов расчетов. 
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The presents  the strength analysis of reinforced concrete elements under combined action 

of the axial load, flexure moment and torque using the strength ratio between strength and 

crack resistance. The limit values for these parameters are detected. Experimental results de-

scribe the propagation of deformations in the concrete and reinforcement, crack formation, 

fracture, bearing capacity and deformability of test specimens. The algorithm and the structural 

analysis technique are proposed for the conditions of the joint effect of the axial load, flexure 

moment and torque. The diagrams are suggested for the calculation results. 
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Введение 

Проблема исследования сжатых или растянутых железобетонных эле-

ментов, работающих на кручение с изгибом, в современной теории железобе-

тона относится к одной из наиболее сложных и недостаточно изученных. 

В любом конструктивном элементе, работающем на изгиб, возникает круче-

ние за счет случайного эксцентриситета, обусловленного асимметрией сече-

ния, неоднородностью материалов или внецентренным приложением верти-

кальной нагрузки. Существует целый класс конструкций (криволинейные 

и краевые балки, балки с боковыми консолями, наклонные арки, сложные ра-

мы и пространственные каркасы зданий при ветровых и сейсмических воздей-

ствиях, опоры ЛЭП при одностороннем обрыве проводов и т. п.), в которых 

неучет кручения в расчетах может привести к конструктивным ошибкам 

и авариям, а также к неверному представлению картины распределения уси-

лий в конструкциях. Современная научная литература, посвященная исследо-

ванию железобетонных конструкций, практически не затрагивает проблемы 

совершенствования метода расчета сжатых элементов на кручение с изгибом 

при динамических воздействиях. В основе действующей нормативной мето-

дики лежит схема с заменой реальной поверхности разрушения на идеализи-

рованную, согласно которой разрушение элемента происходит с образованием 

пространственной трещины, перпендикулярной направлению главных дефор-

маций растяжения бетона на растянутой грани элемента, по сжатой грани 

фронт трещины совпадает с направлением главных деформаций сжатия бето-

на. При кручении наблюдаются четыре случая разрушения. Характер разруше-

ния зависит от формы поперечного сечения, схемы поперечного и продольного 

армирования, соотношения силовых интенсивностей продольного и поперечно-

го армирования, а также от соотношения ресурса прочности бетона на сжатие 

и ресурса прочности арматурной стали на растяжение. В настоящее время име-

ется больше десятка предложений по оценке прочности железобетона при 

наличии кручения. Наиболее прогрессивные методы и предложения, как прави-

ло, включаются в нормы [1–8]. 

Постановка задачи 

Согласно российским нормам расчет по прочности железобетонных 

элементов прямоугольного поперечного сечения на действие крутящих мо-

ментов производят на основе модели пространственных сечений, для которых 

составляются уравнения равновесия всех внутренних и внешних сил относи-

тельно оси, проходящей через центр сжатой зоны пространственного сечения 
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элемента. Внутренние моменты включают моменты, воспринимаемые про-

дольной и поперечной арматурой, пересекающей пространственное сечение. 

При расчете рассматривают все положения пространственного сечения, при-

нимая сжатую зону пространственного сечения у нижней, боковой и верхней 

граней элемента. 

В зарубежных нормах сопротивление кручению может быть определено 

на основе расчета тонкостенного замкнутого пустотелого или сплошного се-

чения, для которого равновесие удовлетворяется замкнутой системой каса-

тельных напряжений [10, 11]. 

Предлагаемый метод расчета железобетонных элементов с использова-

нием поверхностей относительного сопротивления по прочности и трещино-

стойкости в пространстве координат n, m, t на основе нелинейной дефор-

мационной модели, реализующий нелинейные диаграммы деформирования 

бетона и арматуры, позволяет рассмотреть общий метод расчета прочности 

и трещиностойкости конструкций при одновременном действии продольных 

Ni(t), изгибающих Mi(t) и крутящих моментовТi(t) при статическом или дина-

мическом нагружении во всем диапазоне загружения конструкции от цен-

трального растяжения до осевого сжатия. При этом за единичные величины 

приняты: прочность бетонного сечения на осевое сжатие (Nb,max = Rbd  A) 

и прочность сжатого бетонного сечения на изгиб (Mb,max = Rbd  S, для прямо-

угольного сечения: A = b  h, S = b  h
2
/8). 

Условиям прочности сечений железобетонных элементов в простран-

стве относительных усилий 

 n = Ni/(Rbdbh),     m = 8Mi/(Rbdbh
2
),     t = 8Ti/(Rbdbh

2
) (1) 

соответствует замкнутая выпуклая поверхность относительного сопротивле-

ния по прочности. 

Границы пересечения поверхности относительного сопротивления по 

прочности с плоскостями m-n и t-n, обозначенные на рис. 1 линиями A и B 

соответственно, описываются выпуклыми кривыми и отрезками прямых. Меж-

ду этими плоскостями принята криволинейная аппроксимация поверхности от-

носительного сопротивления по прочности (линия C) железобетонных элемен-

тов, соответствующая СП 63.13330.20121
1
. Выявлены закономерности измене-

ния границ областей относительной прочности нормальных сечений 

железобетонных элементов (плоскость m-n) в зависимости от формы сечения; 

вида и количества арматуры, еѐ расположения в сечении; характера распреде-

ления напряжений в бетоне сжатой зоны и арматуры в сечении; изменения 

прочностных характеристик бетона и арматуры с учѐтом истории нагружения 

конструкции, а также кратковременных динамических воздействий [12–15]. 

Для железобетонных элементов граница области относительной проч-

ности нормального сечения на плоскости m-n (рис. 1) может быть представ-

лена кривой второго порядка вида 

        
   

            
[   (                 )              ]  (2) 

                                                           
1
СП 63.13330.2012. Бетонные и железобетонные конструкции. Основные положения. 

Актуализированная редакция СНиП 52-101-2003. М.: Минрегион  России, 2012. 161 с. 
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Рис. 1. Поверхность относительной прочности симметрично армированного элемента 

прямоугольного сечения при действии продольной силы N(t) (n), изгибающего 

М(t) (m), и крутящего T(t) (t) моментов 
 

Данная кривая удовлетворительно аппроксимируется двумя прямыми 

(             ) и кривой, ограничивающей область прочности бетонного се-

чения и описываемой уравнением                . При этом увеличению 
арматуры в сечении соответствует вертикальное смещение данной кривой. 

При действии продольных сил и крутящих моментов граница области 

прочности на плоскости n-t  имеет вид кривой второго порядка: 

        
   

            
[   (                 )              ]. (3) 

Данная кривая проходит через характерные точки: осевое растяжение 

(точка                                    – относительное усилие, вос-

принимаемое арматурой при растяжении); осевое сжатие (точка          

          , где                            – относительное усилие, восприни-

маемое арматурой при сжатии) и чистое кручение    . 

Относительная прочность при кручении определяется по формуле 

     
   

      
 
  
 
 
 
 
   (4) 

Между плоскостями m-n и n-t принята криволинейная аппроксима-

ция поверхности прочности железобетонных элементов, аналогичная зависи-

мости, приведенной в СП 63.13330.2012, и описываемая уравнением эллипса: 
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 (
   

      
)
 

  (
   

      
)
 

    (5) 

В выражениях (2) – (5) приняты следующие обозначения: 

            
  – относительный крутящий момент; 

         – относительное расстояние между арматурой As и As‘; 

         – относительная рабочая ширина сечения; 

 
 
 

      

    
– относительная силовая интенсивность армирования; 

      √
   

   
 – функциональная зависимость соотношения силовых 

интенсивностей поперечного и продольного армирования; 

        ;    
        

        
;     

      

 
; 

qs, qsw – равномерно распределенные силовые интенсивности продоль-

ного и поперечного армирования. 

При этом границей минимального армирования при кручении согласно 

[3 следует применять условие s,tot = sw > 0,1 (sw = 
      

     
 , а при назначе-

нии шага хомутов следует руководствоваться условием S < zs. Области опти-

мального и рационального армирования при кручении получены в виде 

          ; 

                   ; 

                . 

Условия прочности сечений железобетонных элементов в относитель-

ных величинах будут иметь вид: 

 

             

             

             
} (6) 

Разность между компонентами векторов относительного сопротивления 

и действующих относительных усилий является компонентами векторов запа-

са прочности сечений железобетонных элементов при действии продольных 

сил, изгибающих и крутящих моментов. 

Напряжения и деформации при кручении существенно зависят от фор-

мы и соотношения сторон поперечного сечения конструкции, нелинейной ра-

боты бетона и арматуры, условий закрепления элементов на опорах, места 

приложения крутящих моментов и их величин и др. [1–9, 20]. 

Выполненные численные расчеты МКЭ с использованием ВК SСAD 

и «Лира» экспериментальных железобетонных элементов при кручении пока-

зали, что теоретические углы закручивания элементов и эпюры напряжений 

совпадают с экспериментальными только на начальных этапах нагружения 

элементов, поэтому для оценки прочности элементов необходимо учитывать 

нелинейную работу бетона. Характер разрушения при кручении связан с ти-

пом напряженного состояния и особенностями сопротивления элементов из 

различных материалов линейным и угловым деформациям. 

Для выявления характера трещинообразования и схем разрушения эле-

ментов с различными пролетами приложения крутящих моментов авторами 
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были проведены экспериментальные исследования на шестидесяти образцах 

с различными уровнями обжатия. Было установлено, что при кручении раска-

лывание происходит по плоскости, проходящей под углом больше 45° к про-

дольной оси для малых (l < h) пролетов приложения крутящих моментов и под 

углом 45° к продольной оси для (l > h), т. е. имеет место клиновидный разлом. 

При этом чем больше отношение h/b, тем четче проявляется эта схема излома. 

Аналогичные схемы излома были получены во многих опытах, прове-

денных над бетонными элементами прямоугольного сечения [16–21]. Это дает 

основание считать, что кручение вызывает изгибное состояние в наклонном 

сечении бетонного элемента и его прочность, а также трещиностойкость же-

лезобетонных элементов может быть оценена по теории ядровых моментов 

наклонного сечения высотой b и шириной h/sinφ с жесткопластической или 

упругопластической эпюрами растянутой зоны наклонного сечения следую-

щим выражением: 

 Tb,ult = Tcrc= 0,08(11 + h/b)(RbtndWk,pl), (7) 

где Wk,pl – упругопластический момент сопротивления наклонного приведен-

ного сечения высотой b и шириной h/sinφ. 

Для сжатых элементов необходимо учитывать, что в отличие от изгиба 

кручение вызывает растяжение у обеих широких граней, погашая часть усилий 

обжатия. В общем случае условие прочности для бетонных и трещиностойко-

сти для железобетонных элементов может быть представлено выражением 

  tbult = 8Tb,ult/(Rbdbh
2
) = 0,64(11 + λ)(Kcrc btn + 0,3 n rsinφ), (8) 

где Kcrc= Wk,pl/bh
2 
и λ = h/b – манипуляторы сечения бетонного элемента;  

 btn = Rbtnd/Rbd – коэффициент, равный отношению нормативной динамической 

прочности бетона при растяжении к расчетной призменной прочности бетона 

на сжатие и изменяющийся в пределах от 0,14 до 0,08 в зависимости от класса 

бетона;  n = N/(Rbdbh) – относительное продольное сжимающее усилие;  r = r/h – 

относительное расстояние до ядровой точки, наиболее удаленной от грани, 

трещиностойкость которой определяется. 

При определении упругопластического момента сопротивления наклон-

ного приведенного сечения железобетонного элемента необходимо учитывать 

растянутую арматуру только у одной, широкой грани наклонного сечения 

элемента. При этом для симметрично армированных элементов прямоуголь-

ного сечения поверхность относительной трещиностойкости будет иметь вид, 

приведенный на рис. 2. 

На рис. 2 приняты следующие зависимости границ сопротивления по 

трещиностойкости: 

– для плоскости  m- n (линия D) 

        
 

 
       (  

   

      
), при                    ; (9) 

        
 

 
        

 

 
      , при      ; (10) 

– для плоскости  t- n (линия E) 

        
 

 
     

  

 
 (  

   

      
), при                    ; (11) 
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              , при      ; (12) 

– между плоскостями  m- n и  t- n принята криволинейная аппроксима-

ция поверхности вида (линия F) 

 (
   

      
)
 

  (
   

      
)
 

    (13) 

 

 
 
Рис. 2. Поверхность относительной трещиностойкости симметрично армированного 

железобетонного элемента прямоугольного сечения при действии продольной 

силы n, изгибающего m и крутящего t моментов в пространстве n-m-t 

 

В выражениях (9) – (13) приняты следующие обозначения: 

                   
  – коэффициент влияния арматуры на трещино-

стойкость элемента при изгибе; 

       
      

 
 – коэффициент продольного армирования элемента; 

   
      

 
      ; 

     ; 

    
  

  
    

  
  

 

  
.  

При этом для железобетонных элементов коэффициент     , для бе-
тонных элементов     ; 

    
               

 

           
 – коэффициент влияния арматуры на трещиностой-

кость симметрично армированному элементу при внецентренном сжатии; 

                ; 
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          ; 

             . 
Выпуклость областей относительной трещиностойкости по постулату 

Д. Драккера и Р. Хилла достигается введением дополнительного коэффици-

ента kN, учитывающего влияние нормальных сил на изменение момента 

трещинообразования за счет развития неупругих деформаций в сжатой зоне 

сечения, равного 

                  
   

  при          
   

; 

       при            
   

; 

       при           , 

где m – коэффициент, зависящий от класса бетона, изменяется в пределах  

m = 
4
/7…

5
/7 и дает наибольшее приближение к трансформации области трещи-

ностойкости согласно нормативным документам на участке          
   

. 

Принятая математическая модель позволяет достаточно точно оцени-

вать прочность бетонных элементов при кручении. Диапазон отклонений 

опытных и теоретических данных по результатам испытания на кручение 

37 бетонных балок составлял (–6…+9) %. Для 118 железобетонных балок рас-

четные значения крутящих моментов при образовании трещин отличались от 

опытных в пределах (–19…+25) %. 

Наглядность и удобство в оценке прочности и трещиностойкости желе-

зобетонных элементов достигается наложением областей относительной 

прочности и трещиностойкости и векторным представлением действующих 

усилий 12–14, при этом наглядно видно соотношение усилий, при которых 

железобетонный элемент работает с трещинами или без таковых (рис. 3). 

В области между границами трещиностойкости и прочности ширина раскры-

тия трещин изменяется от минимального (нулевого) значения, соответствую-

щего границе относительной трещиностойкости, до максимальных величин 

для границ области относительной прочности. Область работы с трещинами, 

ограниченная границами областей относительной трещиностойкости и проч-

ности, может быть разделена на отдельные участки с различной шириной рас-

крытия трещин. 

При динамических расчетах относительные поверхности сопротивления 

по прочности и трещиностойкости трансформируются вдоль временной коор-

динаты , характеризующей динамическое упрочнение материалов. 

Выполненные численные исследования влияния различных параметров 

(класса бетона, количества и расположения арматуры в сечении и др.) на из-

менение областей относительной прочности и трещиностойкости показали, 

что с увеличением класса бетона относительная трещиностойкость сечения 

уменьшается, а зона работы сечения элемента с трещинами увеличивается. 

Появление нормальной трещины при уровне продольной сжимающей 

силы n = 0,3…0,4 происходит при относительном моменте меньше предель-

ного значения по прочности на 10...29 % в зависимости от прочности бетона. 

В результате анализа проведенных ранее экспериментов 5 была разра-

ботана программа экспериментальных исследований сжатых железобетонных 
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элементов при кручении, которая реализована в лаборатории кафедры желе-

зобетонных и каменных конструкций ТГАСУ. При испытаниях варьирова-

лось: расположение продольной арматуры в поперечном сечении, наличие 

поперечной арматуры и ее шаг, величина продольной силы, характер действия 

крутящего момента (статическое или однократное динамическое нагружение). 

Для проведения экспериментов были запроектированы и изготовлены специ-

альные стенды, позволяющие создавать продольное усилие и крутящий мо-

мент в любых комбинациях независимо друг от друга. При этом действие 

крутящего момента может быть как статическим, так и кратковременным ди-

намическим [22]. 
 

 
 

Рис. 3. Поверхности относительного сопротивления по прочности и трещиностойкости 

железобетонного элемента при действии продольной силы N(t) (n), изгибающе-

го М(t) (m) и крутящего Т(t) (t) моментов 

 

Результаты экспериментальных данных позволили выявить закономер-

ности развития деформаций на поверхности бетона и арматуры, характер 

трещинообразования и схемы разрушения (рис. 4), а также изменения несу-

щей способности и деформативности экспериментальных образцов от варьи-

руемых параметров. 

Выявлено, что жесткость образцов на кручение при сжатии повышается 

и зависит от параметров образцов и величины продольной силы. Прочность 

на кручение при увеличении сжимающей силы до n = (0,4…0,5) возрастает, 
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при дальнейшем увеличении сжимающей силы – понижается. Сопоставление 

результатов экспериментальных исследований с теоретическим расчетом по 

прочности и трещиностойкости показало их удовлетворительную сходимость. 

 

 
 

Рис. 4. Изменение схем разрушения железобетонных элементов в зависимости от дей-

ствующих усилий N, M, T 

 

По результатам выполненных исследований составлен алгоритм и раз-

работана программа JBK-NMТ расчета железобетонных элементов при сов-

местном действии продольных сил, изгибающих и крутящих моментов с ис-

пользованием поверхностей относительного сопротивления по прочности 

[23]. Программа разработана в среде прикладных программ TurboDelphi, ис-

пользующих язык объектно-ориентированного программирования высокого 

уровня Pascal. В программе JBK-NMТ используется простой, понятный окон-

ный интерфейс, позволяющий пользователю с обычной подготовкой для ра-

боты за компьютером и имеющему знания о работе железобетонных кон-

струкций сразу начать работу с программой. Ввод исходных данных произво-

дится через последовательно сменяющиеся окна, в которых вводимая 

информация разбита по блокам, например: выбор типа сечения, ввод геомет-

рических параметров, ввод данных о бетоне или арматуре и др. После ввода 

всех исходных данных имеется возможность их редактирования, сохранения 

в файл. Исходные данные можно считать из файла, записанного или создан-
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ного ранее. При вводе программа автоматически проверяет корректность ис-

ходных данных по ряду параметров. При неправильном вводе какого-либо 

параметра выдается сообщение о некорректном значении. Такой подход поз-

воляет сократить количество случайных ошибок. Введенные исходные дан-

ные можно вывести для просмотра на экран компьютера. 

При помощи подпрограммы RsuSCAD, входящей как модуль в основную 

программу, после статического или динамического расчета (например, простран-

ственной системы здания или сооружения в ВК SCAD) формируется массив 

с РСУ и записывается в отдельный файл. При малом количестве РСУ или при 

аналитическом расчете ввод осуществляется вручную. 

Расчет железобетонных элементов по программе JBK-NMТ выполняется 

сначала для нормальных сечений в диапазоне действия внутренних усилий N 

и M (от осевого сжатия до центрального растяжения). Далее расчет продолжа-

ется в диапазоне действия внутренних усилий N и Т. После выполненных рас-

четов при действии внутренних усилий в областях N-M и N-T производится рас-

чет на совместное действие изгибающего и крутящего момента при фиксирован-

ном значении N. 

В программе также предусмотрен вариант расчета прочности железобе-

тонных элементов по российским и зарубежным нормативным документам. 

Заключение 

Выполненные исследования, разработанные математическая модель 

и программа расчета JBK-NMТ позволяют решать задачи прямого и обратного 

проектирования железобетонных элементов при действии продольных сил, 

изгибающих и крутящих моментов во всем диапазоне действия внутренних 

усилий – от центрального растяжения до осевого сжатия, а также наглядно, 

в графическом виде представлять результаты выполненных расчетов и оцени-

вать действительные запасы прочности конструкций. 
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