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РЕБРИСТЫХ ТОНКИХ ПЛАСТИН МЕТОДОМ ЛАГРАНЖА 

Представлены два итерационных алгоритма решения уравнений метода Лагранжа. На 

конкретном примере показано, что эти итерационные алгоритмы не сходятся. Для срав-

нения использованы оптимальные параметры ребристой пластины, полученные автора-

ми другим способом. Этот способ основан на особом свойстве оптимальности ребри-

стых пластин, сформулированном в результате анализа уравнений Лагранжа. В примере 

оптимальные параметры удовлетворили всем уравнениям Лагранжа. Выполнение урав-

нений свидетельствует о том, что оптимизация ребристых пластин возможна только 

с использованием особых свойств оптимальности. 
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LAGRANGIAN METHOD FOR ALGORITHM 

OPTIMIZATION OF RIBBED THIN PLATES 

The paper presents two iteration algorithms for the equation solution using the method of 

Lagrange multipliers. It is shown that these iteration algorithms do not converge. For compari-

son, we use the optimum parameters of a ribbed plate obtained by other methods. The pro-

posed method is based on the specific properties of optimality of ribbed plates formulated as 

a result of the Lagrange equation analysis. These optimum parameters satisfy each of Lagrange 

equations. The solution of these equations shows that optimization of ribbed plates is possible 

only with the use of specific optimality properties. 
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Введение 

Метод Лагранжа занимает особое место среди методов оптимизации 

конструкций. Процедура метода Лагранжа позволяет сформулировать условия 

оптимальности в самом общем виде [1]. В литературе отмечается, что условия 

оптимальности и ограничения образуют систему уравнений, из которой тео-

ретически определяются все параметры управления и множители Лагранжа. 

Однако на практике структура уравнений-ограничений не всегда позволяет 

решить систему [2, 3]. Поэтому в каждой конкретной задаче оптимизации 

требуется исследовать систему уравнений и в случае необходимости разрабо-

тать дополнительные способы решения. В статье рассматривается эта обще-

теоретическая проблема применительно к расчѐту ребристых тонких пластин. 

Постановка задачи 

Оптимизация ребристых тонких пластин методом Лагранжа сводится 

к следующим уравнениям [4]: 

Функция цели 
1

k
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где 
2 2 /xhl D   ; h – толщина пластины; xl – длина кромки пластины, парал-

лельной оси х; iU  – матрица потенциальной энергии деформации i-го ребра; 

iT  – матрица кинетической энергии i-го ребра; 0U  – матрица потенциальной 

энергии деформации пластины без рѐбер; 0T  – матрица кинетической энергии 

пластины без рѐбер; D – цилиндрическая жѐсткость пластины; i iH c H , 

i iB d B ; 
рh

h
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l
B   – безразмерные параметры высоты и ширины попе-

речного сечения; ,р рh b  – высота и ширина поперечного сечения ребра; k – 

число рѐбер. 

Функция цели (1) показывает, что в качестве параметров управления 

приняты: Bi – относительная ширина поперечного сечения i-го ребра; Hi – от-

носительная высота поперечного сечения i-го ребра. Минимизируется вес рѐ-

бер при постоянной толщине пластины. 

Функция Лагранжа в соответствии с ограничением (2) записывается 

в виде 

 *

i i

i

L B H D  , (3) 

где λ – множитель Лагранжа. 
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В математической и технической литературе одной буквой λ обознача-

ются две величины: множитель Лагранжа и собственное значение матрицы. 

Обе эти величины используются в данной статье, и смысл их обозначения 

устанавливается из контекста. 

Минимум функции L (3) достигается при условиях 
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Уравнения (4), (5) в математической литературе по теории оптимиза-

ции называются условиями оптимальности [1, 2]. Уравнения (2), (4), (5) об-

разуют систему из (2k + 1) уравнений относительно (2k + 1) неизвестных: 

, 2 ; 1i iH B k  . 

Вместо уравнения (2) может использоваться уравнение [5] 

 0)(  aTUaI . (6) 

Тогда уравнения (4), (5) принимают вид 
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Так как уравнения нелинейны, существует несколько вариантов чис-

ленного решения системы. 

Алгоритм № 1. Если определить множитель Лагранжа λ из первого 

уравнения (4), получится формула 
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Тогда из остальных уравнений (4), (5) следуют выражения 

 
* *

1 1
( 1) * *

( 1)

1 1

;i i

i i

H HD D
H B

D DB H

B B





 
 
  

 

. (10) 

При использовании уравнения (6) из уравнений (7), (8) следуют анало-

гичные выражения 
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Последовательность решения уравнений, например, (6) – (8) состоит 

в следующем. 

1. Назначаются величины: 01; 1; ;i iс d B B      . 

2. Из уравнения (2) определяется наибольший корень Н: 
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3. При известных значениях В, Н решается задача на собственные зна-

чения, т. е. определяются первое собственное значение 1  и первый соб-

ственный вектор 1а  [6]. Если пункт 2 выполнен правильно, то получится ре-

зультат: 1   – первое собственное значение матрицы полной энергии си-

стемы равно заданному значению. 

4. При известных значениях 1  и компонентах вектора 1а  вычисляются 

производные 
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5. По выражениям (11), (12) вычисляются величины  , ( 1) ,i iH B . 

6. Вычисляются коэффициенты: 
( 1)

( 1) ;
i i

i i

H B

H B
с d



   . 

7. Переход к пунктам 2, 3, 4, 5, 6 и т. д. до получения результатов с за-

данной точностью. 

Для реализации составленного алгоритма рассмотрен пример, представ-

ленный на рисунке. 
 

 
 

Расчѐтная схема пластины 

 

Пластина имеет шарнирные опоры. Расположение рѐбер и их координа-

ты показаны на рисунке. Соотношение сторон пластины: / 1/ 3y xl l  . Пласти-

на рассчитана энергетическим методом по известной процедуре [7]. Заданное 

собственное значение принято в промежутке 
0 0

4 1 51000      , что соответ-

ствует теореме о наложении связей (рѐбер) на систему [8]. 

y 

x 

l y
 

0,2lx 

0,4lx 

0,6lx 

0,8lx 

lx 

1 2 3 4 



144 Р.П. Моисеенко, О.О. Кондратенко  

 

Результаты расчѐта представлены в табл. 1. Приведены только две ите-

рации, потому что сравнение соответствующих величин показывает, что про-

цесс итераций расходится с самого начала. Наиболее наглядно об этом свиде-

тельствует сравнение величин F – функция цели во второй итерации больше, 

чем в первой. 

Таблица 1 

Параметры ребристой пластины после двух итераций  

по первому алгоритму 

Итерация c1 c2 c3 c4 F 0В  

1 1 0,381966 0,381966 1 0,377517 0,03 

2 1 –220,38 –220,38 1 0,64337 0,03 

Итерация d1 d2 d3 d4 Н 1 

1 3,9968 1,526672 1,526672 3,9968 3,145975 1000 

2 24,0121 –315,6 – 315,6 24,0121 2,341225 170,48 

 

Расчѐт ребристой пластины в данном примере показал, что непосред-

ственное решение уравнений метода Лагранжа с помощью итераций к цели 

не приводит. 

Алгоритм № 2. Возможен другой вариант решения уравнений метода 

Лагранжа. Из уравнений (7), (8) следует 
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. (13) 

Условие (13) используется в процедуре метода итераций. 

Пункты 1, 2, 3, 4 повторяются из предыдущей последовательности. 

5. По выражениям (13) определяются величины множителей Лагранжа: 
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6. Определяется среднее значение множителя Лагранжа: 
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7. Коэффициенты ii dc ,  определяются из условия выравнивания множи-

телей Лагранжа [9]: 
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8. Повторение пунктов 2, 3, 4, 5, 6, 7 до выполнения условия (13) с за-

данной точностью. 

Результаты расчѐта рассмотренного примера по первой и второй итера-

циям представлены в табл. 2. Итерации № 3, 4, 5 и т. д. показывают, что алго-

ритм № 2 не сходится, так же как алгоритм № 1. 
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Таблица 2 

Параметры ребристой пластины после двух итераций  

по второму алгоритму 

Итерация c1 c2 c3 c4 F 0В  

1 0,9884 1,1315 1,1315 0,9884 0,377517 0,03 

2 0,8888 1,3451 1,3451 0,8888 0,3876 0,03 

Итерация d1 d2 d3 d4 Н 1 

1 0,9221 0,9579 0,9579 0,9221 3,145975 1000 

2 0,8222 0,9438 0,9438 0,8222 3,237725 999,997 

 

В статье [4] данный пример решѐн по сходящемуся алгоритму. Пара-

метры оптимального проекта представлены в табл. 3. 

Таблица 3 

Параметры оптимальной ребристой пластины 

c1 c2 c3 c4 F 0В  

1,002668 0,997332 0,997332 1,002668 0,3765 0,02992 

d1 d2 d3 d4 Н 1 

1,000533 0,999466 0,999466 1,000533 3,145975 1000 

 

Сходящийся алгоритм в статьях [4, 5] основан на свойстве оптимальной 

ребристой пластины 
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В примере при параметрах из табл. 3 это свойство подтверждается ре-

зультатом 
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Параметры ребристой пластины из табл. 3 удовлетворяют также усло-

вию оптимальности (13). 
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Следовательно, решение уравнений (6) – (8) существует, но определяется 

при использовании условия оптимальности (17), как показано в статьях [4, 5]. 

Выводы 

Показано, что оптимизация прямоугольных тонких ребристых пластин ме-

тодом Лагранжа не всегда позволяет получить решение уравнений итерацион-
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ным методом. Требуется провести дополнительное исследование свойств урав-

нений метода Лагранжа. На основе этого исследования формулируется особое 

свойство оптимальности [10] ребристой пластины. Использование особого 

свойства оптимальности приводит к сходящемуся итерационному алгоритму. 

Таким образом, в задаче оптимизации ребристых пластин реализация 

особых свойств оптимальности – это не один из вариантов решения, а един-

ственный способ получить параметры оптимальной конструкции. 
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