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В работе рассматриваются результаты математического моделирования сдвигоустой-

чивости асфальтобетонных материалов с учетом соотношения входящих в них компонен-

тов минеральных заполнителей и их формы зерна, а также вязкости битумных вяжущих от 

воздействия напряжений, возникающих от транспортных нагрузок в процессе эксплуата-

ции покрытия автомобильных дорог. Математическое моделирование данного процесса 

позволяет наиболее эффективно провести подборы составов асфальтобетонных смесей 

с дальнейшим их испытанием в соответствии с нормативными требованиями. 
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MATHEMATICAL MODELLING OF ROAD PAVEMENT 

SHEAR-RESISTANCE 

The paper discusses the results of mathematical modeling of shear resistance of asphalt-

concrete materials with regard to the ratio between the mineral aggregate components and their 
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grain shape, and the dependence between viscosity of asphalt binder and stresses arising from 

traffic loads during the pavement operation. The mathematical simulation of this process pro-

vides the most efficient selection of asphalt-concrete mixes and their further testing in accor-

dance with regulatory requirements. 

Keywords: mathematical model; shear resistance; bitumen; viscosity; pressure; 

friction; yield; stability; strength; rheology. 

Введение 

Потребительские свойства автомобильных дорог в России напрямую 

связаны с их долговечностью, надежностью. Важным критерием надежности 

дороги является условие обеспечения сдвигоустойчивости конструктивных 

слоев и основания дорожной одежды. 

Одной из причин снижения потребительских свойств автомобильных до-

рог является образование колеи на асфальтобетонных покрытиях в результате 

воздействия возрастающих транспортных нагрузок и высоких температур 

в летний период, что снижает их межремонтные сроки службы. Формирование 

колеи происходит в результате воздействия касательных напряжений, вызыва-

ющих сдвиг по основанию или по материалу слоя, вследствие чего на поверх-

ности дорожного покрытия образуются наплывы, волны и складки [1–5]. Для 

получения данных о параметрах колееобразования требуется большое количе-

ство измерений передвижными лабораториями, а также большие трудозатраты. 

Остаточные деформации на покрытии и образование колеи обусловлива-

ются реологическими свойствами асфальтобетона, которые в свою очередь за-

висят от состава асфальтобетона. Поэтому одним из направлений повышения 

долговечности и надежности асфальтобетонных покрытий является разработка 

новых вяжущих и создание на их основе асфальтобетонных материалов с по-

вышенной сдвигоустойчивостью [6, 7]. В работах [8–17] приведен цикл теоре-

тических и экспериментальных исследований процессов течения и модифици-

рования битумов в технологических устройствах. В статье [8] приведены теоре-

тические исследования процессов модифицирования битумов в кавитационно-

смесительном диспергаторе. Показано, что способ кавитационно-смесительного 

диспергирования позволяет получить однородную смесь на выходе из кавита-

ционно-смесительного диспергатора. В работе [9] исследован процесс модифи-

кации битумов в инжекторном смесителе. Проведенный анализ показывает, что 

наилучшего смешения можно добиться в сильно закрученном потоке при рас-

положении инжектора в непосредственной близости от завихрителя. В [10] изу-

чено влияние физических характеристик жидкости и скорости ее движения на 

динамику пузырька, что позволяет оптимизировать процесс вспенивания биту-

ма, улучшая его технологические свойства. В [11] исследовано влияние закрут-

ки на процессы турбулизации и реламинаризации потока битумных вяжущих 

в технологических устройствах для производства новых материалов для до-

рожного строительства. В [12] проведено исследование особенностей течения 

и характеристик тепломассопереноса турбулизированной сильновязкой битум-

но-дисперсной среды при течении в охлаждаемом канале в прямоточном и за-

крученном потоках. Расчеты показывают, что распределение эффективной вяз-

кости потока на термически и гидродинамически нестабилизированном участке 
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течения определяется не только ростом молекулярной вязкости при охлажде-

нии потока, но и процессами турбулизации (реламинаризации) течения. В [13] 

рассматриваются результаты исследования структуры течения и смешения двух 

коаксиальных закрученных потоков вязкой жидкости для приготовления би-

тумных дисперсных систем. Анализ поля течения позволяет сделать вывод, что 

наибольшего качества смешения можно добиться путем организации в потоке 

рециркуляционной зоны, в которую будут вовлечены оба потока. В [14] рас-

сматриваются результаты экспериментального исследования возникновения 

кавитации и структуры ее течения в кавитационно-смесительном диспергаторе 

лабораторной установки при различных расходах жидкости. В [15] исследован 

процесс образования кавитационных пузырьков в кавитационно-смесительном 

диспергаторе. Установлено, что при температуре жидкости, близкой к темпера-

туре кипения, кавитационная зона локализуется не только в области пережатия 

канала, но и распространяется вниз по потоку, занимая достаточно большую 

часть кавитационно-смесительного диспергатора. В [12] разработана физико-

математическая модель и выполнен расчет распада струи битума в спутном за-

крученном потоке водной фазы. Показано, что рост закрутки потока приводит 

к интенсификации турбулентности в потоке и, следовательно, способствует бо-

лее быстрому распаду струи. При этом становится более энергетически выгод-

ным формирование капель меньшего размера. В монографии [17] рассмотрены 

структуры битумов и битумных дисперсных систем, пути улучшения их 

свойств для создания более качественных битумных вяжущих для применения 

их в дорожном строительстве в различных климатических условиях. Разработа-

ны математические модели течения закрученных потоков битумных вяжущих 

в трубах и каналах, возникновения кавитации, а также математические модели 

модифицирования битумов и получения битумных эмульсий в кавитационно-

смесительном диспергаторе. 

Проблема повышения долговечности и надежности асфальтобетонных 

покрытий, однако, не ограничивается разработкой и выбором вяжущих. Для 

этого необходимо правильно выбирать соотношение битумного вяжущего 

с определенными реологическими свойствами, а также входящих компонен-

тов минеральных заполнителей с учетом их формы. 

Изучению сдвигоустойчивости дорожных покрытий посвящены работы 

[18–28]. Для оценки и прогнозирования устойчивости дорожных покрытий 

против сдвигающих усилий широкое распространение получила теория проч-

ности О. Мора [29]. Развитие этой теории нашло отражение в работах 

Н.Н. Иванова [21, 22] и Д.И. Ганжула [23], где высказано предположение 

о возможности применения упрощенной теории предельных напряженных 

состояний. Экспериментальное подтверждение этого предположения для го-

рячего асфальтобетона позволило заменить предельную огибающую кривую 

(по О. Мору) прямой, описанной известным уравнением Кулона [30]: 

  tgS S a      , (1) 

где S, S – соответственно касательное и нормальное напряжения в плоскости 

скольжения (сдвига);  tg   – коэффициент внутреннего трения; a  – внут-

реннее сцепление. 
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Н.Н. Иванов [21] предложил формулу, которая описывает сопротивле-

ние сдвигу материалов на органических вяжущих уравнением, аналогичным 

уравнению Кулона: 

   I IItgS p       , (2) 

где S  – сдвигающее усилие; p  – нормальное давление; I  – зацепление ми-

неральных зерен; II  – сцепление минеральных зерен битумом. 

В работе [31] разработана математическая модель, описывающая 

напряжения и деформации асфальтобетонного пакета при неравномерном 

поднятии поверхности покрытия, исследованы деформации, возникающие 

в дорожном покрытии при неравномерном пучении грунтов земляного полот-

на. Построена схема деформации участка дорожного покрытия в результате 

неравномерного пучения грунтов земляного полотна. Разработанная модель 

позволяет определять допускаемые значения поднятия поверхности покрытия 

с учетом различных факторов, которые необходимы для более качественного 

проектирования морозоустойчивых нежестких дорожных одежд. 

Таким образом, разработка математических моделей, которые позволя-

ют учитывать влияние всех компонентов асфальтобетонного материала на его 

сдвигоустойчивость, дает возможность предварительно оптимизировать их 

составы, что ускоряет процессы подбора наиболее приемлемых щебеночных 

заполнителей и битумных вяжущих. 

В настоящей работе предложена математическая модель для оценки ас-

фальтобетонных материалов на сдвигоустойчивость от воздействия транс-

портных нагрузок. 

Математическая модель 

Асфальтобетонные материалы являются многокомпонентной системой, 

в которой присутствуют минеральные заполнители зерен различных фракций, 

а также связующий компонент в виде битумного вяжущего. Поэтому определе-

ние и оптимизация зерновых составов и свойств битумного вяжущего являются 

одним из направлений создания покрытий с повышенной сдвигоустойчиво-

стью. Кроме этого, необходимо уделять особое внимание применению в круп-

ном минеральном заполнителе щебней кубовидной формы. В связи с тем, что 

разработка и испытание на устойчивость асфальтобетонных материалов зани-

мают очень большой промежуток времени, к решению этой задачи можно по-

дойти на основе математического моделирования, которое упростит решение. 

Для математического моделирования сдвигоустойчивости покрытия 

существуют два подхода: 

– модели, основанные на использовании гипотезы взаимопроникающих 

сред (в таких моделях предполагается, что в каждой точке пространства одно-

временно находятся несколько различных компонентов); 

– осредненные модели, в которых учитываются лишь средние характе-

ристики среды. 

В настоящей работе для определения эффективных свойств покрытия 

используем метод осреднения Т.Г. Войнич-Сяноженцкого [32]. Плотность 

и  напряжение покрытия потока определяем по формулам: 
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 1 1 2 2 3 3 4 41;C C C C          (3) 

 (1) (2) (3) (4)

1 2 3 4 ,ij ij ij ij ijC C C C          (4) 

где   – плотность; ij  – компоненты соответствующих тензоров напряжений. 

Индексы в уравнениях соответствуют следующим компонентам: 1 – кубовид-

ным частицам, 2 – крупным некубовидным частицам, 3 – мелким частицам, 

4 – битуму. 

Уравнения равновесия материала в форме Коши имеют вид [29, 33] 

 
ji

i

j

f
x


 


, (5) 

где if  – компоненты вектора внешних массовых сил. 

Для замыкания системы уравнений (5) необходимо определить реоло-

гические соотношения, определяющие свойства компонентов, входящих 

в состав покрытия. 

Для построения моделей текучих сред нужно установить связь между 

девиаторами скорости деформации и напряжений [30]. Для изотропных сред 

это соотношение не должно зависеть от выбора направления осей декартовой 

системы координат. В тензорно линейных моделях такая связь задаѐтся соот-

ношениями: 

 2ij ijK   ;     ij ij ijp      , (6) 

в котором K может зависеть от второго и третьего инвариантов тензора скоро-

стей деформаций   (первый инвариант в несжимаемой среде равен нулю). 

Тензор скоростей деформаций определяется соотношениями Коши: 

 
1

2

ji
ij

j i

vv

x x

 
   

   

. (7) 

В классических моделях предполагается зависимость K только от второ-

го инварианта. В качестве вторых инвариантов тензоров   и   удобно ввести 

II 2U    и II / 2Т   . Тогда из (6) вытекают следующие соотношения 

между инвариантами: 

 Т UK ;     / 2ij ijT    ;     2 ij ijU    . (8) 

Если связь (8) установлена, то, подставляя еѐ в уравнения движения 

и присоединяя уравнение неразрывности, а также формулируя необходимые 

начальные и граничные условия, получим замкнутую систему для определе-

ния поля течения. 

Несмотря на кажущуюся простоту, соотношения (8) описывают слож-

ные нелинейные зависимости напряжѐнного состояния среды от скорости де-

формации. 
Идеально-пластическая среда. Для коэффициента K предполагается 

следующая зависимость от инварианта U  [29]: sK U  . Отсюда получим 

соотношение 
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 2ij ij s ijp U       ;     sT   . (9) 

При течении в идеально пластической среде второй вариант тензора 

напряжений постоянен. Максимальные напряжения на площадках близки 

к постоянному значению .s  

Вязкопластическая среда. Кривая течения этих жидкостей отсекает на 

оси напряжений (при 0ij  ) отрезок конечной длины, равный пределу теку-

чести .s  Следовательно, вязкое течение таких сред начинается после превы-

шения предела текучести .s  Ниже этого предела вязкопластичная среда ве-

дет себя как твердое тело. Величина s  характеризует пластические свойства 

среды, а наклон кривой течения к оси ij  – ее подвижность. Вязкопластичные 

среды с линейной кривой течения называют линейно-вязкопластичными 

(жидкостями Шведова – Бингама). В случае нелинейной кривой течения гово-

рят о нелинейно-вязкопластичных (так называемых небингамовских) средах. 

Зависимость коэффициента K от инварианта U  имеет вид [30] ,sK U   

а реологические соотношения могут быть записаны как 

  2ij ij s ijp U        ;     sT U   . (10) 

В движущейся вязкопластической среде может быть жѐсткая зона, в ко-

торой скорость деформации равна нулю 0U  . В этой области второй инва-

риант T  не определѐн и подчиняется равенству sT   . Окончательная фор-

мулировка реологического соотношения, учитывающая наличие жѐстких зон, 

будет такой: 

 
 2ij s ij

s

s U

T U

     


   
, если 0U  .     Если 0U  , sT   . (11) 

Это соотношение можно разрешить относительно компонент тензора 

деформаций и выразить их через компоненты тензора напряжений. Получен-

ное соотношение будем называть обратным соотношением девиаторов 

напряжений и деформаций 

 

 

2

/

s
ij ij

s

T
s

U T

  
  

 
   

, если sT   .     Если sT   , 0U  . (12) 

Гранулированная среда. Для описания свойств сыпучих сред в насто-

ящей работе используются реологические соотношения, основанные на экс-

периментах [34]: 

 0 tg
ij ij ij

p
p

U

  
      , (13) 

где 0  – пороговое напряжение сдвига, характеризующее сцепление;   – угол 

внутреннего трения. 

Условие подвижности такого материала может быть записано в виде 

0 tgT p    . 
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Физико-механические свойства компонентов покрытия 

По своему гранулометрическому составу частицы мелких фракций со-

держатся в количестве от 30 до 40 %. Угол внутреннего трения равен 26°36 

и сцепление 0 = 0,03. 

По своему гранулометрическому составу некубовидные частицы круп-

ных фракций содержатся в количестве от 30 до 40 %. Угол внутреннего тре-

ния равен 31° и сцепление – 0,075 МПа. 

По своему гранулометрическому составу кубовидные частицы крупных 

фракций содержатся в количестве от 30 до 40 %. Угол внутреннего трения 

равен 55° и сцепление – 0,475 МПа. 

Содержание битума в покрытии составляет около 5–6 %. Битум являет-

ся вязкопластической средой, характеризуемой следующими параметрами: 

предельное напряжение сдвига 9,8s   Па, коэффициент динамической вяз-

кости при температуре 45 °С равен 8,5   Пас. 

Определение предела прочности покрытия 

В соответствии с подходом, описанным выше, материал будет вести се-

бя как твердое тело, если действующие на него нагрузки не превзойдут предел 

текучести. Эффективный предел текучести может быть найден как 

      1 01 1 2 02 2 3 03 3 4tg tg tgY sC p C p C p C               . (14) 

Определим теперь нагрузку, оказываемую на дорожное покрытие. Эта 

нагрузка содержит нормальную и касательную составляющие. Нормальная 

составляющая связана с давлением p  автомобиля на поверхность покрытия. 

Касательная составляющая связана с контактным трением и может быть 

определена из закона Кулона – Амонтона: fr fp  , где f  – коэффициент 

контактного трения. Результирующая величина нагрузки определится как ве-

личина равнодействующей нормального и касательного напряжений [35]: 

 21T p f  . (15) 

Таким образом, условие устойчивости дорожного покрытия к внешним 

нагрузкам может быть окончательно записано в виде 

      2

1 01 1 2 02 1 3 03 3 41 tg tg tg sp f c p c p c p c               . (16) 

Результаты расчетов 

На основе построенной математической модели можно определить долю 

кубовидного зерна, обеспечивающую сдвигоустойчивость покрытия для раз-

личных содержаний мелких и крупных некубовидных зерен. При проведении 

анализа значения основных параметров принимались равными следующим ве-

личинам: 01 0,300  МПа, 02 0,275  МПа, 03 0,075  МПа, 0,0098s  МПа, 

1 55   , 2 31   , 3 26 36   , 0,1f  , 0,4p  МПа, 4 0,05c  . 

В качестве характерной величины используется безразмерный комплекс 
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     1 01 1 2 02 1 3 03 3 4

2

tg tg tg

1

sc p c p c p c
z

p f

            



. (17) 

Как следует из определения, устойчивость покрытия достигается при 1z  . 

На рис. 1–3 представлены результаты расчетов по определению сдвиго-

устойчивости покрытия. 

 

 
 
Рис. 1. Влияние содержания кубовидных и крупных некубовидных частиц на устойчи-

вость дорожного покрытия 

 

 
 
Рис. 2. Влияние содержания кубовидных частиц и частиц мелких фракций на устойчи-

вость дорожного покрытия 
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Рис. 3. Влияние содержания крупных некубовидных частиц и частиц мелких фракций 

на устойчивость дорожного покрытия 

 

На рис. 1 показано влияние содержания кубовидных и крупных некубо-

видных частиц на устойчивость дорожного покрытия. Из рисунка видно, что 

при малом содержании частиц этих фракций С1 < 0,22, С2 < 0,22 и большой 

доле частиц мелких фракций С3 < 0,50 критерий сдвигоустойчивости дорож-

ного покрытия z < 1. Это означает, что при выбранных значениях дорожное 

покрытие не является устойчивым к сдвигу. С ростом содержания кубовид-

ных и крупных некубовидных частиц устойчивость дорожного покрытия воз-

растает. Отметим, что при увеличении доли кубовидных частиц до С1 = 0,5 

при том же содержании крупных некубовидных частиц и битумного вяжуще-

го повышается коэффициент устойчивости до z = 1,5. Однако увеличение до-

ли крупных некубовидных частиц до С2 = 0,5 при том же содержании кубо-

видных частиц приводит к увеличению параметра устойчивости всего лишь 

до значений z = 1,13. Таким образом, наибольший вклад в устойчивость по-

крытия вносят частицы кубовидной формы. 

На рис. 2 представлено влияние содержания кубовидных частиц, а так-

же частиц мелких фракций на устойчивость дорожного покрытия. Как видно 

из рисунка, с увеличением содержания частиц мелких фракций устойчивость 

дорожного покрытия уменьшается. Так, при содержании кубовидных частиц 

С1 = 0,25 увеличение доли мелких частиц с С2 = 0,25 до С2 = 0,4 (за счет 

уменьшения доли крупных некубовидных частиц) приводит к уменьшению 

параметра устойчивости с z = 1,2 до z = 1,1. При этом увеличение доли кубо-

видных частиц с С1 = 0,25 до С1 = 0,45 за счет уменьшения доли крупных не-

кубовидных частиц при 3 0,25C   приводит к росту параметра устойчивости 

с z = 1,2 до z = 1,37. 

Результаты, представленные на рис. 3, показывают, что увеличение до-

ли частиц мелких фракций за счет уменьшения кубовидных частиц при  
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С2 = 0,4 приводит к уменьшению параметра устойчивости z = 1,05. Отметим, 

что увеличение доли крупных некубовидных частиц за счет кубовидных ча-

стиц при том же содержании частиц мелких фракций также уменьшает значе-

ния параметра устойчивости. Так, при С3 = 0,2 увеличение доли крупных не-

кубовидных частиц с С2 = 0,2 до С2 = 0,4 приводит к уменьшению параметра 

устойчивости с z = 1,35 до z = 1,2. 

Таким образом, в ходе проведенных исследований установлено, что ос-

новной вклад в сдвигоустойчивость дорожного покрытия вносят кубовидные 

частицы, содержание которых должно быть не менее 25 %. Второй по значи-

мости фракцией являются крупные некубовидные частицы, содержание кото-

рых также должно быть не менее 25 %. 
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