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КОНСТРУКЦИОННО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКОЕ 

ФОРМООБРАЗОВАНИЕ ОБОЛОЧЕК  

ОТРИЦАТЕЛЬНОЙ ГАУССОВОЙ КРИВИЗНЫ  

ИЗ СБОРНЫХ ПЛОСКИХ ШЕСТИУГОЛЬНЫХ  

И ТРЕУГОЛЬНЫХ ПАНЕЛЕЙ 

Рассмотрены вопросы конструктивно-технологического формообразования сфериче-

ских оболочек на основе радиально-кольцевой сети. Исследован один из нескольких 

конструктивно-технологических методов образования треугольных сетей на сфере, ко-

торые были названы «Транер». В каждом из них критерием оптимальности является ми-

нимальное число типоразмеров конструктивных деталей и минимальное число монтаж-

ных элементов купола, возможности укрупнительной сборки и предварительного 

напряжения. Исследованы теоретические предпосылки размещения панелей в виде пра-

вильных шестиугольников на составных сферических оболочках. Определено, что по-

верхность оболочки имеет отрицательную гауссову кривизну для приведенного порядка 

расположения панелей и требует специфических конструкций монтажных узлов.  
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SPHERICAL SHELLS WITH NEGATIVE GAUSSIAN 

CURVATURE FABRICATED FROM FLAT HEXAGONAL 

AND TRIANGULAR PANELS 

The paper deals with the construction of spherical shells based on radial-ring architecture. 

One of methods of forming a triangular network on a sphere is called Trainer. The optimality 

criterion in each method is the minimum number of standard sizes of the structural elements 

and the minimum number of assembly part of a dome, site joint, and presetress. Theoretical 

prerequisites to placement of hexagonal panels on spherical shells are studied in the paper. The 

analysis shows that the shell surface has a negative Gaussian curvature for the discussed panel 

arrangement and requires a specific structure of mounting components. 
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В настоящей работе исследованы теоретические предпосылки размеще-

ния панелей в виде правильных шестиугольников с треугольными панелями 

между ними в виде составных сферических оболочек. Известно, что на ради-
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ально-кольцевой основе одной сферы можно разместить только чуть больше 

50 % правильных шестиугольников с треугольниками между ними, остальные 

плоские шестиугольники можно выполнить только неправильными [1–8]. Од-

нако из каждой сферы с одинаковым радиальным раскроем, но разными ради-

усами можно вырезать ряды с правильными шестиугольниками и совместить 

их по кольцевым линиям.  

В такой уже составной сборной оболочке соединенные между собой 

шестиугольные панели могут быть выполнены в виде плоских правильных 

шестиугольников, между которыми установлены треугольные панели (прио-

ритет от 07.06.2017 № 2017119859). Шестиугольные и треугольные панели 

с разными размерами в каждом ряду, расположенные в одном порядке, обра-

зуют поверхности вращения положительной гауссовой кривизны, а в другом 

порядке отрицательной гауссовой кривизны (рис. 1–3). 

 

 

 
Рис. 1. Виды сбоку и сверху сборных оболочек отрицательной гауссовой кривизны: 

а – одинарной; б – составной 

 

Составная сборная оболочка отрицательной гауссовой кривизны (рис. 1) 

может быть выполнена в виде сборной конструкции из шестиугольных пане-

лей 1 с узловыми элементами 2, с каркасом из бортовых 3 и внутренних 4 ре-

бер и обшивкой 5. Панели выполнены в виде несущих каркасных плоских 

правильных шестиугольников 1 (либо панелей-оболочек), между которыми 

установлены треугольные панели 6. Шестиугольные и треугольные панели 

с разными размерами в каждом ряду, расположенные в указанном на рис. 1, а 

а 
б 
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порядке 7, образуют уже упомянутые поверхности вращения отрицательной 

гауссовой кривизны. 

Сомкнутая и составная сборная оболочка отрицательной гауссовой кри-

визны (рис. 1, б) выполняется из двух или нескольких таких оболочек, также 

составленных из шестиугольных панелей 1 с узловыми элементами 2, с карка-

сом из бортовых 3 и внутренних 4 ребер и с обшивкой. Панели 1 и 6, распо-

ложенные в уже известном порядке 7, образуют сомкнутые поверхности от-

рицательной гауссовой кривизны. В конструкции здесь присутствуют стыко-

вочные элементы 1. 

Для сборки составной оболочки к узлам 2 (рис. 1, 2) панелей крепятся 

узловые фасонки контурных стержней 14, к которым прикреплены парные 

проушины углом около 45° к плоскости панели 1, для соединения смежных 

монтажных элементов 1 и 14 между собой в одном из узлов стержня 14, меж-

ду проушинами 11, установлены и закреплены с возможностью поворота бол-

тами 12 узловые вкладыши 13. 

 

 
 
Рис. 2. Узловое соединение для купольных покрытий с каркасными панелями или пане-

лями-оболочками 

 

Для стыковки составной сборной оболочки, собираемой из одинарных 

оболочек, к узлам 2 (рис. 1, 2) панелей крепятся стыковочные стержни 15 

с узловыми фасонками с обеих сторон этих стыковочных стержней.  

Проанализируем, какую поверхность образуют окружности или соот-

ветствующие им правильные шестиугольники, соединенные через треуголь-

ники, расположенные в указанном порядке. Применение таких окружностей 

минимальных радиусов обеспечивает минимальные длины стержней и равно-

мерную передачу усилий в стержнях за счет минимизации размеров монтаж-

ных элементов (и за счет изменений направлений преимущественно сжатых 

элементов купола). 

Для доказательства возможности построения разрезки составной обо-

лочки из одних плоских правильных шестиугольников и треугольников вос-
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пользуемся построениями правильных шестиугольников через ряд на сфере 

[1–6]. На первом этапе определим центры шестиугольников, вписанных 

в окружности минимальных радиусов, регулярно расположенных относитель-

но экватора сферы. В этом случае эти окружности только касаются друг друга 

в одной точке по вертикальной оси-меридиану (рис. 3, а, б). 

 

    
 
Рис. 3. Геометрическая схема на сфере из правильных шестиугольников, вписанных 

в окружности, на основе сектора с раскрытием b° и расчетная схема размещения 

правильных шестиугольников на поверхности отрицательной гауссовой кривизны: 

а – схема для определения положения центра О2 в сферическом треугольнике  

b-90-90°; О0 – вершины возможных секторов; О2 – углы возможных сферических 

сегментов; б – вид сбоку; А, В, R, h – узлы, центры и параметры панелей в виде 

правильных шестиугольников соответствующих рядов 1, 2 и т. д.; Н – высота 

половины оболочки отрицательной гауссовой кривизны 

 

Вместо поверхности положительной кривизны из плоских правильных 

шестиугольников сформируем поверхность отрицательной гауссовой кривиз-

ны, принимая во внимание возможность образования на сфере второго ряда 

большего радиуса, чем первый, при размещении шестиугольников в другом 

порядке (рис. 3). 

Размещение правильных шестиугольников, вписанных в окружности, 

проведем на примере разрезки, показанной на рис. 3, а и на фрагменте схемы, 

показанном на рис. 3, б. 

Для решения поставленной задачи (рис. 3, а) рассмотрим сферический 

прямоугольный треугольник       , а также сферические треугольники        
и      cо сторонами-дугами, равными соответственно радиусам       . Имеет-
ся прямоугольный сферический треугольник с внутренними углами 90 и 60° 

и катетом-дугой, равным    Требуется определить величины радиусов        

между центрами О1 и О2 окружностей и таким образом установить положение 

всех центров окружностей первых двух рядов шестиугольников. 

Для определения центров правильных шестиугольников неравных ра-

диусов первых двух рядов введем некоторые дополнительные требования 

к расположению их окружностей. Во-первых, задаем, чтобы окружности пе-

ресекали друг друга в двух точках, и тогда в них, соответственно, могли бы 

а б 
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вписываться правильные шестиугольники. Во-вторых, мы не рассматриваем 

влияние первого условия на усложнения дальнейших построений. 

Предварительно определим параметры в данном сферическом тре-

угольнике       . По условию внутренние углы треугольника 

                                      , 

где     и    – радиусы окружностей, описывающих шестиугольники первого 

и второго ряда, в виде полярного угла;    и    – катеты прямоугольных сфе-

рических треугольников в виде полярных углов;   и    – cтороны шести-

угольников в виде полярных углов; А, В, а также и С и   – соответственно 

внутренние углы на сфере для сферических шестиугольников, вписанных 

в окружности. 

Используя известные выражения Непера [6–16] для сторон и углов пря-

моугольных сферических треугольников       и    , получим 

          

              =      , 

      
    

      
, (1) 

            =      , 

               =        

Из треугольников      и      найдем связи величины   и искомых 

радиусов     и    : 

                            
 =              

          
   (2) 

Проведем преобразования системы уравнений, используя формулы (1), 

(2) сферической тригонометрии [8–12]: 
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Принимая   = 20, получаем 

 
 

                                 
                        

                 – 0,1169777784405 = 0.         0,20582743305806134 . 

Откуда из соотношения (3) 

      11,630615. 

Из треугольника      , выражая синус дуги, определяем значение 

                                    

Все величины в выражении (4) определены, за исключением полярного 

угла радиуса      Таким образом, радиус    второй окружности вычисляем из 
уравнения (1): 

                         

Откуда получим                    

Для решения уравнения (4) использовалось свободно распространяю-

щееся программное обеспечение Sclab 5.4.1 [17]. 

Из рис. 3 видно, что правильные сферические шестиугольники, вписан-

ные в окружности разных по высоте радиусов [8–16] и размещенные в двух 

первых рядах совместимых сферических треугольников сферы b-90-90°, могут 

быть развернуты по отрицательным направляющим и создают поверхность от-

рицательной кривизны. Разработанная поверхность отрицательной гауссовой 

кривизны имеет важное свойство – равную высоту каждого яруса узлов. 

Выводы 

Разработаны методы конструкционно-технологического формообразова-

ния на стадии геометрии разрезок составных сборных сферических оболочек 

на основе секторов из панелей в виде правильных шестиугольников. Такие 

несущие конструкции подобной разрезки могут быть применены как в покры-
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тиях зданий, так и в стеновых ограждающих и несущих пространственных 

конструкциях различных зданий и сооружений (наружные стены в высотных 

зданиях, башнях, градирнях и т. п.). 
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