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ПРИ СОВПАДЕНИИ ЦЕНТРОВ МАСС И ЖЕСТКОСТИ 

Рассмотрены вопросы изменения динамических характеристик пролетных строений 

сталежелезобетонных мостов с учетом дефектов проезжей части. По уравнениям сво-

бодных и вынужденных колебаний для сталежелезобетонной балки получена зависи-

мость прогиба балки пролетного строения от жесткости подвески и веса автомобиля при 

условии совпадения жесткостей и масс автомобиля и балки пролетного строения на 

уровне центра жесткости системы. Для достижения поставленных задач была произве-

дена обработка экспериментальных данных исследования мостов. 
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The paper deals with the dynamic characteristics of composite bridge span structures with 

regard for the pavement defects. The dependence between the composite beam deflection and 

the stiffness of the vehicle suspension and its weight is determined using the equations of free 

and forced oscillations. The dependence is obtained provided that the centre of mass and stiff-

ness coincide in the centre of the system stiffness. 
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При выявлении меры участия железобетонной плиты проезжей части 

в передаче колебательного процесса от подвижной нагрузки на стальные балки 

сталежелезобетонных пролетных строений появилась острая необходимость 

в выявлении зависимости между центрами масс и жесткости в системе «авто-

мобиль + пролетное строение». Изменение напряженно-деформированного со-

стояния балок пролетных строений при воздействии подвижной нагрузки нахо-
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дится в зависимости от величины динамической жесткости системы, а также 

жесткости отдельно автомобиля и пролетного строения (рис. 1). 

 

 
 
Рис. 1. Условная расчетная схема расположения центра масс и жесткости в системе 

«автомобиль + пролетное строения»: 

уж, ум – центр жесткости, масс соответственно 

 

Рассматриваются следующие расчетные схемы: 

– центры масс и жесткости автомобиля совпадают (А); 

– центры масс и жесткости автомобиля совпадают с аналогичными цен-

трами железобетонной плиты (Б); 

– центр масс автомобиля совпадает с центром масс сталежелезобетон-

ного сечения балки (В); 

– центр жесткости автомобиля совпадает с аналогичным центром ста-

лежелезобетонного сечения балки (Г). 

Для сталежелезобетонной балки уравнение свободных колебаний си-

стемы запишется в виде 

    2 2

a a a a пр пр б пр 0k m A k m A      , (1) 

где am , прm – сосредоточенная масса соответственно автомобиля и балок про-

летного строения; a , б – частота собственных колебаний соответственно 

автомобиля и балок пролетного строения; aA , прA – амплитуда собственных 

колебаний соответственно автомобиля и балок пролетного строения; ak , прk – 

коэффициент жесткости подвесок автомобиля и балок пролетного строения. 

В случае бесконечного числа степеней при n =1 уравнение (1) прини-

мает вид 
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    2 2

a a a пр б пр а а б пр 0m A m A k A k A           
 

. (2) 

После упрощения выражение (2) имеет вид 

 

   

 

2 2

a a a a б пр б пр

2 2

a a a пр пр пр a a пр пр

0

или

0

k m A k m A

I A I A k A k A

     





              

, (3) 

где aI , прI – момент инерции относительно собственной оси автомобиля, балки 

пролетного строения; 
aA , прA – амплитуда вынужденных колебаний автомоби-

ля, балок пролетного строения. 

В упрощенном виде уравнение (3) принимает вид 

    2 2

a a a a пр пр пр пр 0k I A k I A      . (4) 

Аналогично запишем уравнение вынужденных колебаний системы: 

    2 2

a a a a пр пр пр пр 0k I A k I A      , (5) 

где a , пр – частота вынужденных колебаний соответственно автомобиля, 

балок пролетного строения. 

Известно, что жесткость автомобиля в системе  ak  является функцией 

жесткости его подвесок [1]. Если принять шC – жесткость всех подвесок авто-

мобиля, то 

 
2

ш
7,25

W
C

g

 
 , (6) 

где  – частота вынужденных колебаний массы автомобиля; W – сила трения 

в подвесках, равная 

 ,      1,
y

n p

p

W
W W i

i
    (7) 

nW , yW – сила трения в рессорах, подвесках. 

Используя известную зависимость из теории подобия в динамических 

задачах, считаем справедливым выражение [2] 

 a
p

f
i

f
 , (8) 

где pi – передаточное число; af – перемещение подвески; f – прогиб балки 

пролетного строения. 

При pi = 1 af = f . Тогда, пренебрегая величиной деформирования амор-

тизаторов подвесок движущегося транспорта, независимо от количества осей, 

неровностей по проезжей части моста в виде выбоин, справедливы отношения: 

при 0 0,25–0,4
t

T
  

2
T





, (9) 
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где T – период вынужденных колебаний автомобиля;   – частота вынужден-

ных колебаний; 0t – время проезда выбоин. 

В случае равенства жесткости рессор или амортизаторов статическому 

прогибу балок  стy  максимальная амплитуда колебания балок будет равна 

или соответствовать глубине дефекта (выбоины). При равенстве W m g   

формула (6) перепишется в виде 

 
2

ш
7,25

m
C

 
 . (10) 

При pi = 1 сила трения в подвеске будет равна весу автомобиля, т. е. 

врW P . Тогда 

 

2

вр

ш
7,25

P
C

g

 



. (11) 

Из формулы (8) прогиб балки 
вр

ст

ш

P

С
f y  . Равенство (8) выполняется в 

том случает, когда   соответствует периоду собственных колебаний, опреде-

ляемому из равенства 

 2
M

T
C

  , (12) 

где М – приведенная масса пролетного строения к ее центру тяжести; С – 

жесткость пролетного строения на уровне центра тяжести массы. 

 
3

48 s stbE I
С

L
  или 2

2
4

М
С

Т
  ; 

 
пост вр0,5

9,81

P L
M

 
 . (13) 

Обработка экспериментальных данных испытания мостов показала 

определенное соответствие частоты   периоду колебаний T при крiV V , 

равном [3] 

 кр

2

2
V

T
T

D L




 
 

 

, (14) 

где D – диаметр колеса автомобиля; L – расчетный пролет балки. 

В то же время другим условием для выражения (13) является значение 

периода вынужденных колебаний автомобиля, определяемое из выражения 

 
вр2

2

a

4g

M
EI

Т
  , (15) 

где gEI – жесткость автомобиля на уровне его центра тяжести; врM – масса 

автомобиля. 
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Отсюда 
вр

a 2
g

M
T

EI
  . (16) 

Рассматривая железобетонную плиту проезжей части сталежелезобе-

тонного пролетного строения как передаточный слой колебаний от автомоби-

ля к стальным балкам, для выполнения равенства (13) необходимо найти сов-

падения жесткостей и масс автомобиля и балки пролетного строения на 

уровне центра жесткости системы, а именно: 

 
3

48 s stb
g

E I
EI

L
 . (17) 

Равенство (17) позволяет определить коэффициент жесткости системы 

 k , а также момент инерции балки  stbI  и автомобиля  gI . При совпадении 

центров масс и жесткости из формул (14) и (15) определим k, равный 

 
3

0,85

48

s stbE I
k

L


 . (18) 

На основании условий гипотезы В.С. Мартышкина и Е.С. Сорокина [4] 

считаем, что полное перемещение балки пролетного строения от нагрузки 

в виде системы при совпадении центров масс и жесткости справедливо условие 

 
max дин стy y y   , (19) 

где стy – максимальное вертикальное перемещение балки от статического дей-

ствия нагрузки в виде системы «автомобиль + пролетное строение» 

 
2 2

1

1
2

 
     
     

      

, (20) 

где  – коэффициент внутреннего сопротивления, для стальных мостов при-

нимается равным 0,17 (по С.А. Бернштейну и С.А. Ильясевичу);  – частота 

вынужденных колебаний системы;   – частота собственных колебаний си-

стемы, равная 

 

2 2
2

2

02

s stbE I i
m V

i L

m m

  
 

 
 

, (21) 

где 0m  – масса 1 п. м. балки 
P

g
 ; m – масса автомобиля; V – скорость движе-

ния; 1i   – форма колебания; s stbE I  – жесткость балки. 

Выражение (20) имеет положительное решение при условии 

 
2 2

2

2

s stbE I i
V

m L


 . 
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Рассмотренная в формуле (20) частота собственных колебаний системы

  определяется как сумма частот автомобиля и балок пролетного строения, 

a б  . Также она может быть выражена следующей формулой: 

 

п.з

подв2

0

С

М
  , (22) 

где п.з

подвC – приведенная жесткость соответственно передней, задней оси; 0M  – 

масса, приходящаяся на соответствующую ось из условия распределения. 

Из работы [1] известно, что 

 
2

n
i

a b


 


, 

где 
2

n  – радиус инерции автомобиля поперек оси, проходящей через центр 

тяжести; i – коэффициент распределения массы автомобиля; ,a b – расстоя-

ния от центра тяжести автомобиля до передней (а), задней (b) оси. 

Считается, что при 1   колебания автомобиля сосредоточиваются 

в точке, где происходит совпадение центра масс и жесткости. При совпадении 

центра масс и жесткости в сталежелезобетонном сечении балки коэффициент 

распределения массы между железобетонной плитой и стальной балкой отно-

сительно радиуса инерции   в процессе колебаний от подвижной динамиче-

ской нагрузки с плитой проезжей части на стальные балки будет пропорцио-

нален частоте колебаний и равные соответственно [2] 

 
2

4
m

b b

m

E I
   , (23) 

где m – масса системы; EbIb – жесткость железобетонной плиты проезжей части. 

Затухание колебаний происходит одновременно в системе по закону 

пропорциональности распределения масс и характеризуется коэффициентом 

Бернштейна – Ильясевича  , равным 

 
24 i a

b

 
 


, (24) 

где a  – частота вынужденных колебаний автомобиля; b – частота собствен-

ных колебаний железобетонной плиты. 

При i = 1 выполняется условие независимости колебания передней 

и задней частей автомобиля. При i = 0,8–1,2 колебания подрессоренной мас-

сы под передней и задней подвеской являются практически несвязанными. 

При i  = 0,7–1,4 считается, что колебание осуществляется только массой 

 зM  задней подрессоренной части автомобиля, равной 

 
 

2

з 2а

a b
M m

a b

  



, (25) 

где mа – общая подрессоренная масса автомобиля. 
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В этом случае жесткость подвесок подрессоренной части автомобиля 

характеризуется вертикальным перемещением около центра массы подрессо-

ренной части автомобиля пропорционального коэффициенту распределения 

m  аналогично i : 

 
2

m
a b


 


. (26) 

Приравняв выражение ,m i    получим 

 
b b

a b m

E I

 
  , (27) 

где   – радиус инерции автомобиля относительно оси, проходящей через 

центр жесткости системы. 

Значение частоты колебаний от передней и задней подрессоренной ча-

сти автомобиля, передаваемой от железобетонной плиты на металлические 

балки, будет 

 
   П З

0 02 2

п з

п з

;      
i iZ y Z y

M M
    , (28) 

где п з,M M  – масса, приходящаяся на переднюю и заднюю подвески соответ-

ственно;    П З

0 0,i iZ y Z y – жесткость (перемещение) подвесок – передней 

и задней соответственно. 

Из работы [5] в общем виде известна зависимость между жесткостью 

балки пролетного строения и периодом колебаний в виде 2
M

EI
T   , тогда 

выражение для T примем в виде 

 2

2
4s stb

M
E I

T
  , (29) 

где М – приведенная масса пролетного строения. 

Аналогично считаем справедливым условие 

 ст ст

динg

EI y

EI y
 , (30) 

где стEI – статическая жесткость; gEI – динамическая жесткость; 
ст дин,y y – 

статический и динамический прогиб [3]. 

В выражении (30) величину динамического прогиба сталежелезобетон-

ной балки в случае соосной передачи колебания от автомобиля через железо-

бетонную плиту проезжей части на стальные балки с достаточной достовер-

ностью можно определить по формуле 

 
 

   

1
22

дин max ст 2 22

1 2

1 2
y y y g

 
  

   
    
 

, (31) 



258 А.В. Картопольцев, Б.Д. Колмаков  

где   определяется из выражения (20); 0,17  ; 9,81g   м/с
2
; стy  – статиче-

ский прогиб балки пролетного строения от веса системы, равный 

 

4

ст 36,38

i

st

P L
y

E h







, (32) 

где sth – высота стальной балки; 
 I+II

авт

п

iP P P  . 

Выражения (17), (22) – (24) соответствуют условиям [4]: 

 
дин max ст1,95

0,4g

y y y

k k

  


  
, (33) 

где k – коэффициент жесткости пролетного строения при совпадении центров 

масс и жесткости; 
g

g

EI

m
 – частота вынужденных колебаний автомобиля; 

gm – динамическая масса системы; 2 3  ; 7,4
gk

h
 ; gk – коэффициент 

динамической жесткости системы. 

Тогда масса железобетонной плиты пролетного строения, участвующая 

в передаче колебаний на стальные балки, определяется из выражения 

 б 3

2,76 s stbE I
m

L


 . (34) 

Затухание колебаний, передающееся от железобетонной плиты проез-

жей части на стальные балки сталежелезобетонного пролетного строения, ха-

рактеризуется известным из работы [6] параметром затухания, равным 

 
max

2 gk
S

y
 . (35) 

Подтверждение приведенных исследований рассмотрим на примере: ав-

томобиль двухосный вр 25P  тс воздействует на балку пролетного строения 

гармонической нагрузкой 
25тс

2,5 тс
g

  и с амплитудой вертикального пере-

мещения 0,04 м; частота собственных колебаний балки принята 10 Гц. Авто-

мобиль имеет две подвески и четыре амортизатора. Принимается: ш1C ; ш2C ; 

ш3C ; ш4C – жесткость каждого амортизатора. Определить жесткость пружин 

амортизаторов каждого колеса подвески при условии совпадения центра масс 

и жесткости автомобиля  врP  и пролетного строения  постP  позволит усло-

вие: вертикальное давление не должно превышать 2,5 тс. 

Согласно (1), (5) передаточное число равно 
2,5 1

25
0,1; 10

TR
TR    . 

При 2 2   значение 2 1,41  . Тогда 
1

1
TR

   . Следовательно, 9  . 
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Используя функции Арганда [3] в виде 
2

2

2




  , получаем   = 10 Гц 

и 9   Гц при совпадении центров масс и жесткости.   = 30 Гц – частота 

вынужденных колебаний автомобиля. 

Общая жесткость подвесок 

2

вр

ш
9

250
P

g
C

 


  тс/м. 

Тогда 
ш1

250

4
62,5C   тс/м. Перемещение амортизатора ш

2,5

62,5
0,04y  м, 

что соответствует гармоническому нагружению силой, равной 2,5 тс. 
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