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Аннотация. Работа посвящена актуальной проблеме защиты зданий и сооружений от 

динамических воздействий. 

Целью работы является развитие метода расчета параметров комплекса многомассо-

вых динамических гасителей колебаний на основе усовершенствованной постановки за-

дачи виброзащиты зданий и сооружений. 

Представлено решение задачи виброзащиты сооружений и строительных конструкций 

от полигармонических динамических воздействий. Решение основано на усовершенство-

ванной постановке и соответствующих рациональных дополнениях расчетной модели. Га-

шение колебаний формулируется как задача регулирования параметров состояния линейно 

деформируемой системы, защищаемой от вибрации комплексом динамических гасителей 

колебаний, параметры которых определяются с учетом изначально заданных требований 

к амплитудам колебаний перемещений в контрольных точках конструкции. 

Используется ранее предложенный авторами декомпозиционный подход, трансформиро-

ванный в направлении повышения точности. Его эффективность и возможности расчетного 

аппарата продемонстрированы на примерах модельных и тестовых задач. Показано, что 

расчетные параметры гасителей, полученные аналитически, в целом обеспечивают выпол-

нение заданных условий регулирования амплитуд колебаний. 

Ключевые слова: гашение колебаний, многомассовые динамические гасители 

колебаний (МДГК), полигармонические воздействия, регулирование, декомпо-

зиция, вибрация 
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Abstract. The paper presents a solution to the vibration protection problem for building ele-

ments subjected polyharmonic dynamic vibrations. 

Purpose: The objective of this work is to develop a calculation method of the system param-

eters of multi-mass dynamic vibration dampers, which is refined compared to the previously 

developed method. 

Methodology/approach: The approach is based on the improved formulation of the problem 

and computational model. The vibration suppression is a task of regulating the stress-strain pa-

rameters of a linearly deformable system protected by a set of single tuned mass dampers. 

Research findings: The parameters of dampers are determined by specified requirements for 

displacement vibrations at reference points of the structure. The previously proposed decompo-

sition method is refined to improve the accuracy. Its effectiveness method and capabilities of 

computations are demonstrated by the model and test problems. It is shown that analytically 

derived parameters fully satisfy the specified conditions for the vibration control. 

Keywords: vibration damping, multiple tuned mass damper, polyharmonic vibra-

tion, regulation, decomposition 
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Введение 

Существенное влияние на эксплуатационное состояние сооружений 

и конструкций оказывают динамические воздействия, которые могут рассмат-

риваться как полигармонические – либо в силу действительной близости харак-

тера их изменения во времени к гармоническому закону, либо вследствие ис-

пользования метода Фурье для их описания (аппроксимации). Динамические 

воздействия могут быть причиной усталостных повреждений конструкций, 

а также вызывать резонансные явления, снижающие надежность строительных 

объектов. Это определяет актуальность требований защиты механических си-

стем от нежелательных вибраций, корректного моделирования и разработки 

методов расчета виброгашения. 
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Действенным средством борьбы с вибрациями, эффективность и техни-

ческая осуществимость которого подтверждена инженерно-строительной прак-

тикой, являются динамические гасители колебаний (ДГК). Их использование 

при корректной настройке позволяет значительно уменьшать перемещения, 

усилия и напряжения в конструкциях. Вопросы, связанные с определением 

инерционно-жесткостных параметров ДГК и оценкой их эффективности, рас-

сматривались в разных аспектах, в частности, в работах [1–7]. 

При этом основным подходом при рассмотрении задач гашения колеба-

ний традиционно остается решение систем дифференциальных уравнений [8, 

9] – либо прямое аналитическое, либо численное с перебором большого числа 

параметров гасителей колебаний до получения приемлемых результатов [10, 

11]. Первый вариант из-за сложности реализации существенно ограничивает 

размерность решаемых задач, что сужает возможности его инженерного при-

менения; второй – требует больших вычислительных мощностей и времени для 

многократных перерасчетов при изменениях каждого из параметров ДГК. 

Принципиальная альтернатива вышеупомянутым подходам – постановка 

задачи гашения колебаний в такой форме, при которой требуемые параметры 

гасителей определяются по условиям (требованиям) получения заранее уста-

новленных (заданных, целевых) значений определенных параметров динами-

ческого напряженно-деформированного состояния защищаемой системы (со-

оружения, конструкции) [12, 13]. 

Введено и используется для разработки теории и методик расчета вибро-

защиты понятие «комплекс ДГК» – совокупность групп разночастотно настро-

енных и разнонаправленно ориентированных гасителей (групп многомассовых 

ДГК). Основной целью является рациональное формирование комплекса по ко-

личеству, местам расположения и направлениям действия гасителей с учетом 

геометрических, структурных, инерционно-жесткостных характеристик защи-

щаемой системы (сооружения, конструкции), вида (временнóй функции) дина-

мического воздействия, а также директивно формулируемых (таргетируемых) 

исходных требований к результатам регулирования (гашения колебаний). 

Ранее в работах [12, 13] на основе предложенной обобщенной схемы ком-

плекса гасителей было получено аналитическое решение задачи регулирования 

динамических перемещений при гармонических, а также полигармонических 

воздействиях – в форме зависимостей между параметрами (массами и жестко-

стями упругих элементов) всех ДГК в составе комплекса. По существу, решена 

обратная задача, по результатам которой определены области взаимосвязанных 

возможных значений характеристик гасителей, обеспечивающих удовлетворе-

ние исходных условий (требований) регулирования. 

Выполненные в исследовании [13] тестирование, верификация и валида-

ция разработанного метода расчета регулирования в задачах с минимально воз-

можным числом гасителей (по одному на каждую из частот полигармониче-

ского воздействия и соответствующее таргетируемое перемещение) показали 

вполне удовлетворительную, а в большинстве случаев – высокую точность ре-

зультатов. Достоинство предложенной методики состоит в значительном упро-

щении решения прикладных задач гашения полигармонических колебаний по 

сравнению с ранее упомянутыми традиционными подходами. 
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Однако использованный при этом декомпозиционный подход, позволя-

ющий ограничиться наименьшим числом гасителей, недостаточно учитывает 

возможное негативное взаимовлияние разночастотно настроенных ДГК на ре-

гулируемые параметры. 

Анализ потенциала полученных теоретических решений и результатов мо-

дельных расчетов позволил сформулировать рекомендации по местам размеще-

ния и составу групп ДГК с учетом количества и расположения точек регулиро-

вания перемещений, а также расчетного числа гармоник заданного воздействия: 

– многомассовые (разночастотно настроенные и разноориентированные) 

ДГК (МДГК) наиболее эффективны при постановке в точках задания условий 

регулирования (возможно в иных местах, если отклик регулируемых парамет-

ров (РП) на регуляторы-гасители (Р-Г), оцениваемый предварительно, не пре-

небрежимо мал); при этом, согласно общим положениям теории регулирова-

ния [16, 17], количество МДГК равно числу РП; 

– количество блоков «масса – упругий элемент» в составе МДГК по каж-

дому из учитываемых направлений влияния гасителя (в пространстве – x, y, z) 

принимается по числу гармонических компонентов динамического воздействия; 

– часть первоначально назначенных (по предыдущим рекомендациям) 

одиночных ДГК (ОДГК) в составе МДГК может быть исключена, если их вли-

яние на РП невелико в сравнении с другими гасителями. 

При формировании расчетного комплекса ДГК с учетом вышеизложен-

ных рекомендаций декомпозиционное определение требуемых параметров Р-Г 

выполняется для группы одночастотно настраиваемых регуляторов (отдельно 

по каждой гармонике). Остальные гасители при этом учитываются как «сопут-

ствующие» упруго-инерционные элементы динамической системы с временно 

неизвестными характеристиками масс и жесткостей. 

Цель работы – развитие метода расчета параметров комплекса многомас-

совых динамических гасителей колебаний, уточненного в сравнении с разрабо-

танным ранее в [13]. 

Основные задачи: 

1. Создание алгоритма и усовершенствованного аналитического расчет-

ного аппарата (уравнений, зависимостей, формул) для решения задачи гашения 

колебаний по изначально требуемым значениям параметров НДС системы. 

2. Решение тестовых задач по уточненной расчетной методике. 

3. Выполнение прямых расчетов верификационно-валидационных мо-

дельных систем методами строительной механики при найденных параметрах 

ДГК с целью получения графиков изменения во времени перемещений от от-

дельных гармонических составляющих и от суммарного полигармонического 

воздействия. 

Расчетные модели и методы 

Рассматриваются линейно деформируемые системы с конечным числом 

степеней свободы масс (n), произвольным количеством регулируемых парамет-

ров P (nP) и многомассовых динамических гасителей колебаний V (nV), настро-

енных на различные частоты (ωF1
, ωF2

, …, ωnf 
) компонент полигармонического 

воздействия (рис. 1). 
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Рис. 1. К постановке задачи гашения (обобщенная модель): 

а – регулируемые параметры (nP – их количество); б – регуляторы или комплексы 

МДГК (nV – их количество) 

Fig. 1. Problem formulation: 

a – parameter control (np is the number of parameters); b – regulators or complexes of 

multiple tuned mass dampers (nV is the number of dampers) 

 

В общем случае места расположения регулируемых параметров P и мно-

гомассовых ДГК V не совпадают (XPi
 ≠ XVi

). Количество многомассовых ДГК 

соответствует числу регулируемых параметров (nP = nV). 

По аналогии с решением, представленным в работе [13], i-е перемещение 

некоторой массы системы описывается неоднородным дифференциальным 

уравнением второго порядка 

 
2

,1 1 ,2 2 , ,2

( ) ( )
( ) ( ) ... ( ) ( )i i

i i i n n i p i

d y t dy t
a y t a y t a y t d f t

dtdt
= + + + + + , (1) 

где ( ) ( ), ,

1

sin
fn

p i p k k

k

f t A t
=

=   – функция, описывающая полигармоническое воз-

действие на систему; nf 
 – количество гармонических составляющих в представ-

лении fp,i
 (t). 

Пренебрежение в выражении (1) слагаемым ( ) i id y t , учитывающим со-

противление по модели вязкого трения, не оказывает существенного влияния 

на рассчитываемые значения частот собственных колебаний строительных 

конструкций при реальных значениях характеристик демпфирования, т. к. со-

гласно [14, 15] частота свободных колебаний с поправкой на рассеяние опреде-

ляется как d = 
2mod

mod

    1  γ / 4
c

m
−   где cmod, mmod – модальные жесткость 

и масса,  – коэффициент неупругого сопротивления (для строительных кон-

струкционных материалов  = 0,02...0,15). Возможно приемлемое приближен-

ное уточнение частот относительно значений, полученных по уравнениям без 

учета демпфирования [16]. При этом неучет вязкого сопротивления в отноше-

нии амплитуд перемещений идет в запас [12, 17]. 
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– ОДГК в составе МДГК 
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При di = 0 в уравнении (1) 

 
2

,1 1 ,2 2 , ,2

( )
( ) ( ) ... ( ) ( )i

i i i n n p i

d y t
a y t a y t a y t f t

dt
= + + + + , (2) 

тогда для системы с n степенями свободы масс (включая массы гасителей ко-

лебаний) имеем: 

 

2
1

1,1 1 1,2 2 1, ,12

2
2

2,1 1 2,2 2 2, ,22

2

,1 1 ,2 2 , ,2

2

,1 1 ,2 2 ,2

( )
( ) ( ) ... ( ) ( );

( )
( ) ( ) ... ( ) ( );

( )
( ) ( ) ... ( ) ( );

( )
( ) ( ) ...

n n p

n n p

i
i i i n n p i

n
n n n n

d y t
a y t a y t a y t f t

dt

d y t
a y t a y t a y t f t

dt

d y t
a y t a y t a y t f t

dt

d y t
a y t a y t a

dt

= + + + +

= + + + +

= + + + +

= + + + ,( ) ( ).n p ny t f t














 +


 (3) 

Использование предложенного в работе [13] приема декомпозиции поз-

воляет перейти от системы дифференциальных уравнений (3) к набору из  

nf подсистем алгебраических уравнений, записанных, в частности, в амплиту-

дах сил инерции, при этом каждая подсистема описывает отклик на отдельную  

j-ю гармонику (j = 1, 2, …, nf): 

*(1) (1) (1) (1) (1)
1,2 1, * 1, 1, 11,1 1 2 *

(1) *(1) (1) (1) (1)
2,1 2, * 2, 2, 11 2,2 2 *

(1) (1)
,1 ,21 2

 ... ... 0;

 ... ... 0;

                                            
для 1

 .

i n n Fi

i n n Fi

i i

I I I I

I I I I

j
I I

 +  + +  + +  +  =

 +  + +  + +  +  =

=
 +  + *(1) (1) (1)

, , , 1

(1) (1) (1) *(1) (1)
,1 ,2 , * , , 11 2 *

.. ... 0;

                                           

 ... ... 0;

                                          

i i i i n n i F

n n n i n n n n Fi

I I

I I I I








+  + +  +  =


  +  + +  + +  +  =

*( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1,2 1, * 1, 1,1,1 1 2 *

( ) *( ) ( ) ( ) ( )

2,1 2, * 2, 2,1 2,2 2 *

           

 ... ... 0;

 ... ... 0;

                                          
для 

f f f f f

f

f f f f f

f

n n n n n

i n n Fni

n n n n n

i n n Fni

f

I I I I

I I I I

j n

 +  + +  + +  +  =

 +  + +  + +  +  =

=
( ) ( ) *( ) ( ) ( )

,1 ,2 , , ,1 2

( ) ( ) ( ) *( ) ( )

,1 ,2 , * , ,1 2 *

 

 ... ... 0;

                                           

 ... ... 0,

f f f f f

f

f f f f f

f

n n n n n

i i i i i i n n i Fn

n n n n n

n n n i n n n n Fni

I I I I

I I I I
















 +  + +  + +  +  =




 +  + +  + +  +  =

























(4) 
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где *( )
,

j
i i  – элементы главной диагонали матрицы динамической податливости 

системы для j-й гармоники; , *i i  – побочные элементы матрицы упругой подат-

ливости (i* = 1, 2, …, i –1, i +1, …, n); ( )j
iI – амплитуда силы инерции при движе-

нии i-й массы от воздействия j-й гармоники; , ji F – перемещение i-й массы при 

статическом приложении j-го воздействия (в амплитудном значении). 

В рассматриваемой системе назначаются точки k = 1, 2, …, k(j), в которых 

предполагается регулировать перемещения. Расположение этих точек может 

быть как отличным друг от друга, так и совпадать: полностью (в таком случае 

регулируется перемещение только в одной точке при каждой j-й составляющей 

полигармонического воздействия) или частично. Для назначенных точек запи-

сываются условия регулирования в виде требования равенства амплитудных 

перемещений ,
r
k j  этих точек заданным значениям 

,
r
k j : 

 ( ) ( )

ТТ

1, , 1, ,, ,j j
r r r r r r

j k j j k jk j k j
     =   
    

. (5) 

Здесь k(j) – количество точек для регулирования перемещений при j-й гармо-

нике (j = 1, 2, …, nf). 

Уравнения амплитудных перемещений назначенных точек в совокупно-

сти с равенством (5) формируют уравнения регулирования, общая форма за-

писи которых [13]: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
,1 ,2 , , , ,1 2 ... ...j j j j r

k k k i i k n n k Fj k jI I I I +  + +  + +  +  =  . (6) 

При последовательном рассмотрении от j = 1 до j = nf  каждой подси-

стемы из системы уравнений (4) число регулируемых точек k(j) принимается 

равным числу ДГК 
( )g
dn  в группе dg (g = 1, 2, …, nf – номер группы гасителей, 

настроенных на g-ю гармонику), т. е. k(j) = 
( )g
dn . В таком случае размерность 

векторов сил инерции ( )jI 
 

 в системе уравнений (4) совпадает с количеством 

неизвестных сил инерции в выражении (6). Это позволяет заменять в си-

стеме (4) блоки уравнений, описывающие перемещения гасителей в группах, 

настроенных на j-ю гармонику, на уравнения регулирования (6). 

После замены формируется новая система уравнений, представляемая 

в матричной форме как 

 

1 11

( )*( ) ( )
,

( ) ( )*( )
,

( )* ( ) ( ) ( )
, ,

( )*( ) ( )
,

... ......
0.

...... ...

ss

gg

nfnf nf

jj j
I FjI s

j jj
d d Fjd

jr j j r j
dd k Fj k Fj

jj i
dd d Fj

I

I

I

I

    
    
     
    
    
   + = 

     −  
    
    
    

         

 (7) 
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Из системы уравнений (7) получаются выражения сил инерции, действу-

ющих на массы системы при воздействии j-й гармоники, через неизвестные па-

раметры ДГК других групп (g ≠ j): 

 ( ) ( )

( )
0

1j j

j
I D

D
   =
   

. (8) 

Здесь 
( )
0

jD  – определитель матрицы коэффициентов при неизвестных силах 

инерции в (7); ( )jD 
 

 – вектор вспомогательных определителей матрицы ко-

эффициентов с замененным (по методу Крамера) i-м столбцом (i = 1, 2, …, n), 

соответствующим номеру искомой силы инерции. 

Полученные выражения сил инерции (8) подставляются в замененные ра-

нее блоки уравнений системы (4). После подстановки получаем уравнение 

связи между параметрами жесткости ДГК: 

   

2 ( )
, ,( )

, , 1
( )( ) 2 ( ) ( ) ( ) кр ( )

, , , ,0
1 1

j

j

j
u j F ii

u j i n
jj j j j j

i u j F i i z z i z z i i

z z i

m D
c

D m D D D D



 −



= = +


=

 
−   +  +  +  

 
 

, (9) 

где кр
i  – перемещение точки крепления гасителя, параметры которого подле-

жат определению. 

При рассмотрении всех подзадач (4) от j = 1 до j = nf получаем систему 

из ( )

1

fn
g

d
g

n
=

  уравнений: 

1

1

2 (1)
,1,( )

,1, 1
(1)(1) 2 (1) (1) (1) кр ( )

,1, , ,0
1 1

 ( )
 , ,

 ;

                                                        

   см. (10);

                

u F ii
u i n

j
i u F i i z z i z z i i

z z i

i
u j

m D
c

D m D D D D

c



 −



= = +




=

 
−   +  +  +  

 

−

 

( )2
, ,( )

, ,
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 кр ( )
, , , ,0

1 1

                                        

 

                                             

f

f f

f

f f f f f

f n f

n

u n F ii
u n

i n
n n n n n j

i u n F j i z z i z z i i

g z i

m D
c

D m D D D D




−



= = +


=

 
−   +  +  +  

 
 

 

           



















(10) 

Здесь для j = 1: ( ) ( ) ( )

1 1

1,  ...,  
f fn n

g g j
d d d

g g

i n n n n n
= =

= − + − +  ; 

для 2 fj n  : 
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1

1,  ...,  
f fn nj j

g t g t j
d d d d d

g t g t

i n n n n n n n
− −

= = = =

= − + + − + +    . 
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Рассмотрим решение тестовой задачи с использованием уточненного 

расчетного аппарата (рис. 2). 

 

 
 

Рис. 2. Исходная система (а) и расчетная модель тестовой задачи (б) 

Fig. 2. The proposed system (a) and the computational model (b) 
 

Исходные данные: двухэтажная рама общей высотой 2h, пролетом l с со-

средоточенными в узлах массами 0
1m  и 0

2m  (рис. 2, а). В двух узлах на раму 

действуют сосредоточенные силы F1 (t) и F2 (t), меняющиеся по гармониче-

скому закону с разными частотами и амплитудами: 

 ( ) ( )
11 1 1sin FF t F t=  +  , ( ) ( )

22 2 2sin FF t F t=  +  . 

Для наглядности решения выполним переход к эквивалентной консоль-

ной системе (рис. 2, б), инерционно-жесткостные характеристики которой: 

m1 = 2
0
1m , m2 = 2 0

2m  матрица упругой податливости – такая же, как у исходной 

рамы, откуда с11,93EI EI= . При заданных h = 3 м, l = 6 м, 0
1   m = 12,5 т, 

0
2  10 т ,m =  EIс = 6,318 МН∙м2, m1 = 25 т, m2 = 20 т и 

275,394 МН мEI =  . Ам-

плитуды нагрузок F1 = 20 кН, F2 = 40 кН, частоты ωF1 = 0,9ω1, ωF2 = 0,95ω2 – 

близкие к резонансным (ω1, ω2 – собственные частоты), φ1 = φ2 = 0. 

Требуется: 

– при воздействии F1 (t) уменьшить горизонтальные перемещения узлов 

a и b на 90 % от значения перемещений 
1

0
,Δa F  и 

1

0
,Δb F  этих точек в системе без 

гасителей: 
1 1

0
, ,Δ 0,1 Δr

a F a F=  и 
1 1

0
, ,Δ 0,1 Δr

b F b F= ; 

– при воздействии F2 (t) аналогично: 

 
2 2

0
, ,Δ 0,1 Δr

a F a F=  и 
2 2

0
, ,Δ 0,1 Δr

b F b F= . 

Для незащищенной системы (рис. 2, б) определены 
1

0
,Δa F =  32,11 мм, 

1

0
,Δ  b F = 10,81 мм, 

2,Δr
a F =  0,19 мм, 

2,Δr
b F  3,78 мм. 

Для уменьшения амплитуд колебаний в систему необходимо добавить 

МДГК D1 и D2. Места установки гасителей могут назначаться произвольно, од-

нако для наиболее эффективной работы ДГК их рекомендуется располагать 

в точках с наибольшими амплитудами перемещений от разночастотных компо-

нентов рассматриваемого динамического воздействия (рис. 3, а). 

а б 
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Рис. 3. Размещение МДГК (а) и условные обозначения ОДГК (б) по [13] 

Fig. 3. Multiple tuned mass damper location (a) and notation (b) according to [13] 

 

Таким образом, задача уменьшения амплитуд перемещений в узлах a и b си-

стемы сводится к определению параметров ОДГК (масс m1,1,2 = md1, m1,2,2 = md2, 

m1,1,1 = md3, m1,2,1 = md4 и жесткостей упругих элементов c1,1,2 = cd1, c1,2,2 = cd2, 

c1,1,1 = cd3, c1,2,1 = cd4), удовлетворяющих требованиям получения заданных амплитуд. 

Условно-графическое обозначение и индексация ДГК приняты согласно 

[13] (рис. 3, б). 

Результаты и обсуждение 

Рассмотрим решение задачи гашения с использованием вышеизложен-

ного уточненного формульного аппарата. 

Система алгебраических уравнений, записанная в амплитудах сил инер-

ции и описывающая отклик системы с гасителями d1, d2, d3 и d4 на воздействие 

F1 (t), имеет следующий вид: 

1 2 3 41 2 3 4

1 2 3 41 2 3 4

1

(1) (1) (1) (1) (1) (1)
1,1 1,2 1, 1, 1, 1, 1, 11 22

1 1

(1) (1) (1) (1) (1) (1)
2,1 2,2 2, 2, 2, 2, 2, 11 22

2 1

(1)
,1 1

1
 0;

1
 0;

 

d d d d Fd d d d
F

d d d d Fd d d d
F

d d

I I I I I I
m

I I I I I I
m

I

 
 − +  +  +  +  +  +  =   

 
 +  − +  +  +  +  +  =   

 + 
1 1 2 1 3 1 4 11 1 2 3 4

1 1

2 2 2 1 2 3 2 4 21 2 2 3 4

2 2

(1) кр (1) (1) (1) (1)
,2 , , , , 12 2

1

(1) (1) (1) кр (1) (1) (1)
,1 ,2 , , , , 11 2 2

1

1 1
0;

1 1
 0;

 

d d d d d d d Fd d d d d
d d F

d d d d d d d d d Fd d d d d
d d F

d

I I I I I
c m

I I I I I I
c m

 
 +  + − +  +  +  +  =
   

 
  +  +  +  + − +  +  +  =
  


3 3 3 1 3 2 3 4 31 2 3 3 4

3 3

4 4 4 1 4 2 4 31 2 3 4 4

4 4

(1) (1) (1) (1) кр (1) (1)
,1 ,2 , , , , 11 2 2

1

(1) (1) (1) (1) (1) кр (1)
,1 ,2 , , ,1 2 2

1

1 1
0;

1 1
 

d d d d d d d d Fd d d d d
d d F

d d d d d d d d dd d d d d
d d F

I I I I I I
c m

I I I I I I
c m

 
 +  +  +  +  + − +  +  =
 
 

 
  +  +  +  +  +  + − + 
  

4 , 1 0.F





















 =



 (11) 

а б 
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Уравнения регулирования перемещений точек a и b: 

  
1 2 3 4 1 11 2 3 4

(1) (2) (1) (1) (1) (1)
,1 ,2 , , , , , ,1 2

r
a a a d a d a d a d a F a Fd d d d

I I I I I I +  +  +  +  +  +  =  ; (12) 

  
1 2 3 4 1 11 2 3 4

(1) (2) (1) (1) (1) (1)
,1 ,2 , , , , , ,1 2

r
b b b d b d b d b d b F b Fd d d d

I I I I I I +  +  +  +  +  +  =  . (13) 

Замена в системе (11) уравнений перемещения гасителей d1 и d3, пара-

метры которых подлежат определению, на уравнения (12) и (13) соответ-

ственно дает новую систему уравнений: 

1 2 31 2 3

4 4

1 2 31 2 3

4 4

(1) (1) (1) (1) (1)
1,1 1,2 1, 1, 1,1 22

1 1

(1)
1, 1, 1

(1) (1) (1) (1) (1)
2,1 2,2 2, 2, 2,1 22

2 1

(1)
2, 2, 1

(1)
,1 1

1
 

 0,

1
 

 0;

 

d d dd d d
F

d Fd

d d dd d d
F

d Fd

b

I I I I I
m

I

I I I I I
m

I

I

 
 − +  +  +  +  +   

+  +  =

 
 +  − +  +  +  +   

+  +  =


1 2 3 4 1 11 2 3 4

2 2 2 1 1 2 2

2 2

2 3 2 4 23 4

(2) (1) (1) (1) (1)
,2 , , , , , ,2

(1) (1) (1) кр (1)
,1 ,2 ,1 2 2

1

(1) (1)
, , , 1

(1) (2)
,1 ,21 2

;

1 1
 

 0;

 

r
b b d b d b d b d b F b Fd d d d

d d d d d d d
d d F

d d d d d Fd d

a a

I I I I I

I I I I
c m

I I

I I

+  +  +  +  +  +  = 

 
  +  +  +  + − +
  

+  +  +  =

 +  +
1 2 3 4 1 11 2 3 4

4 4 4 1 4 2 4 31 2 3

44 4

4 4

(1) (1) (1) (1)
, , , , , ,

(1) (1) (1) (1) (1)
,1 ,2 , , ,1 2

кр (1)
, 12

1

;

 

1 1
0.

r
a d a d a d a d a F a Fd d d d

d d d d d d d dd d d

d Fd d
d d F

I I I I

I I I I I

I
c m























 +  +  +  +  = 


 +  +  +  +  +


 
 +  + − +  =
   

(14) 

Необходимо из уравнений (14) выразить силы инерции, записанные через 

неизвестные параметры ДГК (m1,2,2 = md2, m1,2,1 = md4, c1,2,2 = cd2, c1,2,1 = cd4). 

Определитель системы (14): 

1 2 2 4
(1)
0

1,2,2 1,2,2 1,2,1 1,2,2 1,2,1 1,2,2 1,2,1

63 3 1
38

1,2,1 1,2,2 1,2,1 1,2,2 1,2,1

0,333 0,348 10 0,883 10 0,11 10 0,245 10
0,397

0,925 10 0,925 10 0,416 10 м
10  .

Н

D
c c c m m m m

m c c m c

− − − −

− − −
−

    
= − + + + + + −




     
− − −         

 

Выражения вспомогательных определителей системы (14) с замененным 

(по Крамеру) столбцом, соответствующим номеру искомой силы инерции: 
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( )

( )

( )

1

1

1
1,2,2 1,2,2 1,2,1 1,2,2 1,2,1

38

1,2,2 1,2,1 1,2,1 1,2,2 1,2,1

1

2
1,2,2 1,2,2 1,2,1 1,2,2 1,2,1

1,2,2

352 36,8 9,33 1,17

0,259 0,977 43,9
419 10 ;

836 87,5 22,2 2,77

0,0617

D

D
c c c m m

m m m c c

D
c c c m m

m

−

  =
  


= − + + + +





+ + − − 





= − + + + +




+
=

( )
1

38

1,2,1 1,2,1 1,2,2 1,2,1 1,2,2 1,2,1

1

1,2,2 1,2,1 1,2,1 1,2,2 1,2,2 1,2,1

37

1,2,2 1,2,1 1,2,1 1,2,2 1,2,1 1,2,2

;

2,32 2,32 104
997 10 ;

598 114 1,66 1,66

0,0441 3,02 15,9 62,6
1086 10

d

m m c c m c

D
c c c m c m

m m m m c c

−

−


+ − − − 





= + + + −





− + − − − 




( )
4

6

5

1 37

1,2,2 1,2,2

м
 .

Н

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

116 3,08
139 10

d
D

c m

−

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
    

   
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
= − + +   

  

 

Вектор сил инерции (1)I 
 

: 

 
( )

1

2

3

4

1,2,2 1,2,1

1,2,2 1,2,1
(1)
1

(1) 4 2
2 1,2,2 1,2,2
(1) 2(1)

1,2,2 1,2,2 1,2,2
(1)

(1)(1)
1,2,2 1,20

(1)

(1)

92,747

220,548

1,51 10 4 10

2,225 10 0,838

9404,862

d

d

d

d

m m

m m

I

I m c

I c c mD
I

c mID

I

I

−



  
 
   − 
 

 + −   
    = = =

   
 
 
 
 
 

( )

( )

( )
,2

2
1,2,2 1,2,2 1,2,2

1,2,2 1,2,1

3
1,2,1 1,2,1

3
1,2,1 1,2,1 1,2,1

 Н

2,225 10 0,838

1,487

3,491 10

2,779 10 0,105

c c m

m m

m c

c c m

−

−

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 + − 
 
 
 
 

 
 

 + −  

, 

где ( )( )2 1
1,2,2 1,2,1 1,2,2 1,2,20,838 8,776 10 1,047 10c c c m− − = − +  −  +


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(

)

2 3 3
1,2,2 1,2,1 1,2,2 1,2,1 1,2,2

3 5
1,2,1 1,2,2 1,2,2 1,2,1

2,225 10 2,329 10 2,779 10

2,329 10 6,183 10

c c c m c

c m c c

− − −

− −

+  −  +  −


−  + 
 

Таким образом, зависимости (9), связывающие параметры жесткости гасите-

лей d1 и d3 с характеристиками гасителей d2 и d4 при воздействии F1 (t), следующие: 

 
( )

( ) ( )
1

1

2
(1)1

1,1,2

1,1,2 2
(1) (1)1 3 7

1,1,2 10

6,138 c

6,138 c 2,385 10 10

d

dd

m D
c

D m D

−

− − −
=

−  +  

; (15) 

 
( )

( ) ( )
3

3

2
(1)1

1,1,1

1,1,1 2
(1) (1)1 3 7

1,1,1 30

6,138 c

6,138 c 5,973 10 10

d

dd

m D
c

D m D

−

− − −
=

−  +  

, (16) 

где 
1 2 3 4

(1) (1) (1) (1) (1) (1)
1 1 21,193 2,987 1,193 1,193 2,987 2,987d d d d d

I I I I I I = + + + + + ; 

 
1 2 3 4

(1) (1) (1) (1) (1) (1)
3 1 22,987 9,551 2,987 2,987 9,551 9,551d d d d d

I I I I I I = + + + + + . 

Если принять массы гасителей m1,1,2 = 700 кг, m1,2,2 = 200 кг, m1,1,1 = 700 кг, 

m1,2,1 = 200 кг, то выражения (15) и (16) можно записать в виде 

 
( )

( )

6
1,2,1 1 1,2,1 2

1,1,2 2 4
1,2,2 3 1,2,1 4 1,2,1 5

5,92 10

10

c c
c

c c c −

  + 
=

 +  + 
; (17) 

 

7 2 6 5
6 1,2,2 7 1,2,1 8

1,1,1 2 2
9 1,2,1 10 1,2,1 11

10 10 10

10

c c
c

c c −

  +   +  
=

 +  +  
, (18) 

где 4 3 2
1 1,2,2 1,2,2 1,2,2 1,2,23,065 3,03 1,362 0,324c c c c = − + − + ; 

 3 4 2 2
2 1,2,2 1,2,2 1,2,2 1,2,20,584 0,209 0,634 0,326 6,784 10c c c c − = − − + −  ; 

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

 4 3 1 2
11 1,2,2 1,2,2 1,2,21,751 2,257 6,609 10c c c− = − +  . 

Для подзадачи с воздействием F2 (t) получим систему уравнений, связы-

вающих жесткости гасителей d2 и d4 с параметрами гасителей d1 и d3: 

 

( )

3 2
1 1,1,1 2 1,1,1 3 1,1,1 4

1,2,2 2
1,1,1 5 1,1,1 6 1,1,1 7

c c c
c

c c c

 +  +  + 
=

 +  + 
; (19) 

 

3 2
8 1,1,1 9 1,1,1 10 1,1,1 11

1,2,1 2
1,1,1 12 1,1,1 13 1,1,1 14

c c c
c

c c c

 +  +  + 
=

  +  + 
 

, (20) 

где 
4 3 10 2 16 21

1 1,1,2 1,1,2 1,1,23,633 10 8,138 10 4,797 10 2,637 10c c c =  −  +  −  ; 

 
15 2 9 3 21 20

2 1,1,2 1,1,2 1,1,24,84 10 2,221 10 2,637 10 5,521 10c c c =  −  −  +  ; 

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

 3 3 4 2 10 16
14 1,1,2 1,1,2 1,1,28,656 10 2,829 10 3,081 10 1,119 10c c c− =  −  +  −  . 
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В уравнениях (17) – (20) учтены взаимовлияния гасителей d1, d2, d3, d4 при 

их одновременной настройке на разные частоты ωF1 и ωF2 полигармонического 

воздействия. 

Получение решения системы уравнений 

 

( )

( )

6
1,2,1 1 1,2,1 2

1,1,2 2 4
1,2,2 3 1,2,1 4 1,2,1 5

7 2 6 5
6 1,2,2 7 1,2,1 8

1,1,1 2 2
9 1,2,1 10 1,2,1 11

3 2
1 1,1,1 2 1,1,1 3 1,1,1 4

1,2,2 2
1,1,1 5 1,1,1 6 1,1,1

5,92 10
 ;

10

10 10 10
 ;

10

 

c c
c

c c c

c c
c

c c

c c c
c

c c c

−

−

  + 
=

 +  + 

  +   +  
=

 +  +  

 +  +  + 
=

 +  + ( )7

3 2
8 1,1,1 9 1,1,1 10 1,1,1 11

1,2,1 2
1,1,1 12 1,1,1 13 1,1,1 14

;

 
c c c

c
c c c














 +  +  + 
=   +  +   

 (21) 

в аналитическом виде невозможно. Ее актуальное численное решение: 

 c1,1,2 = 26,089 кН/м, c1,2,2 = 311,582 кН/м, 

 c1,1,1 = 26,221 кН/м, c1,2,1 = 310,715 кН/м. 

Амплитуды перемещений точек a и b при воздействиях F1 (t) и F2 (t) опи-

сываются уравнениями: 

 
1 2 11 2

(1) (1) (1) (1)
,1 ,2 , , ,, 1 1 2

dyn
a a a d a d a Fa F d d

I I I I =  +  +  +  +  ; (22) 

 
1 2 21 2

(2) (2) (2) (2)
,1 ,2 , , ,1 2, 2 .dyn

b b b d b d b Fb F d d
I I I I =  +  +  +  +   (23) 

Перемещение точки a согласно (22) и точки b по (23): 

 , 1 1,195 мм;dyn
a F =  , 2 0,11 мм;dyn

a F = −  , 1 0,86 мм;dyn
b F =  , 2 0,014 мм.dyn

b F = −  

Результаты расчета представлены в табл. 1 и на рис. 4. 

Таблица 1 

Таргетируемые условия регулирования и результаты расчета  

гашения колебаний тестовой модели 

Table 1 

Targeted regulation conditions and calculated vibration damping for the test model 

№ подавляемой 

гармонической 

составляющей j 

Амплитудное перемеще-

ние расчетной точки 

от j-й гармоники в системе 

без гасителей, мм 

Требуемое значение 

перемещения, 

указанного 

в столбце 2, мм 

Полученные ам-

плитуды переме-

щений с учетом 

гасителей, мм 

1 2 3 4 

1 
т. a 32,11 3,3 1,19 

т. b 10,81 1,1 0,86 

2 
т. a 0,19 0,02 0,11 

т. b 3,78 0,4 0,01 
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 Перемещения (в мм) точек a и b в незащищенной системе 

 то же при наличии гасителей D1 и D2 

 
Рис. 4. Эффект гашения гармонических составляющих F1 (t) и F2 (t): 

а, в – соответственно в точках a и б отдельно по гармоникам; б, г – то же при их 

одновременном воздействии 

Fig. 4. Damping effect of harmonic components F1 (t) and F2 (t): 

a, c – respectively at points a and b for each harmonic component separately; b, d – the 

same under simultaneous excitation 

 

Оценка эффекта гашения колебаний: суммарные от F1
 (t) и F2

 (t) ампли-

туды перемещений точек a и b незащищенной системы – 32,30 и 14,59 мм, с га-

сителями – соответственно 1,30 и 0,87 мм. Коэффициенты гашения – 0,96 и 0,94 

(при целевых 0,9). Перемещение точки a незащищенной системы (0,19 мм) при 

воздействии 2-й гармонической составляющей много меньше (почти на два по-

рядка) перемещения расчетной точки b от 1-й гармоники. Это снижает точность 

выполнения требования ограничения такой малой амплитуды из-за эффекта вза-

имного влияния разночастотно настроенных групп гасителей колебаний (тарге-

тированное значение – 0,02 мм, отрегулированное – 0,11 мм). Однако даже в этом 

случае степень гашения весьма малого перемещения получается равной 0,42. 

К тому же на суммарных амплитудах это отражается незначительно. 

Дополнительно с использованием усовершенствованного формульного 

аппарата были выполнены контрольные расчеты балочной системы из ра-

боты [13] (рис. 5). Новые результаты (табл. 2) отличаются отсутствием ранее 

имевшихся расхождений между фактическими и исходно обусловленными зна-

чениями регулируемых перемещений. 

Аналогичные результаты были получены и в ряде других рассмотренных 

задач, не приведенных в настоящей работе, в т. ч. для пространственной рамы. 

а б 

в г 
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Рис. 5. Балочная система из работы [13] 

Fig. 5. Beam system from [13] 

Таблица 2 

Таргетируемые условия регулирования и результаты расчета  

гашения колебаний тестовой модели из работы [13] 

Table 2 

Targeted regulation conditions and calculated vibration damping  

for the test model from [13] 

№ подавляемой 

гармонической 

составляющей j 

Амплитудное перемеще-

ние расчетной точки k 

от j-й гармоники в системе 

без гасителей, мм 

Требуемое значение 

перемещения, 

указанного 

в столбце 2, мм 

Полученные ам-

плитуды переме-

щений с учетом 

гасителей, мм 

1 2 3 4 

1 13,7 3,0 3,0 

2 4,9 1,4 1,4 

 

Таким образом, полученные аналитические решения исключают необхо-

димость использования систем дифференциальных уравнений или численных 

поисковых процедур при большом количестве комбинаций параметров, при этом 

результаты расчетов обладают достаточной для практических целей точностью. 

Заключение 

Разработана усовершенствованная версия метода расчета инерционно-

жесткостных параметров комплекса динамических гасителей колебаний, удо-

влетворяющих исходным требованиям к результатам регулирования амплитуд-

ных перемещений характерных точек системы от гармонических составляю-

щих поличастотного воздействия. 

Для обеспечения эффективности гашения сформулированы рекоменда-

ции по местам размещения и составу групп ДГК с учетом количества и распо-

ложения точек регулирования перемещений, а также расчетного числа гармо-

ник заданного воздействия. 

Разработанный подход может способствовать более широкому примене-

нию методов виброзащиты в строительной практике. 
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