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Аннотация. Актуальность. Спектральный анализ свободных колебаний балок мосто-

вых пролетных строений является важным инструментом оценки их динамических харак-

теристик и технического состояния. Анализ акселерограмм колебаний, зарегистрирован-

ных при ударном воздействии, позволяет выявлять основные частотные составляющие 

и энергетические особенности колебательного процесса. 

Цель работы: анализ трансформации входных сигналов, регистрируемых измеритель-

ными устройствами, и выходных реакций конструкций в виде свободных колебаний, 

а также исследование статистических характеристик их спектральных параметров. 

Практическая значимость. Результаты исследования могут быть использованы при 

диагностике и мониторинге динамического состояния мостовых конструкций на основе 

анализа их вибрационных характеристик. 

Результаты. Выполнен спектральный анализ акселерограмм свободных колебаний 

балок металлических пролетных строений мостов, полученных в лабораторных и натур-

ных условиях. Установлено, что энергетический спектр колебаний содержит несколько 
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узких частотных полос, среди которых выделяются основные энергонесущие области. 

Определены характерные диапазоны собственных частот колебаний и параметры их за-

тухания. Показано, что использование сегментарного спектрального анализа и вероят-

ностного подхода позволяет оценивать распределение спектральной мощности и выяв-

лять особенности динамической работы балок. 

Ключевые слова: спектр, выборка, колебания, акселерограмма, импульс, реа-

лизация, удар, частота, амплитуды 
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OF FREE OSCILLATIONS OF LOAD-BEARING BEAMS  

OF METAL BRIDGE SPANS 
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Tomsk State University of Architecture and Building, Tomsk, Russia, 
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Abstract. The spectral analysis of free vibrations of bridge spans is an important tool to eval-

uate their dynamic characteristics and technical condition. The analysis oscilloscope patterns 

recorded during the impact, allows identifying the main frequency components and energy char-

acteristics of the vibration process. 

Purpose: The aim is to analyze the transformation of input signals recorded by measuring 

devices and structural responses in the form of free vibrations and investigate statistical charac-

teristics of their spectral parameters. 

Methodology: The spectral analysis was performed for oscilloscope patterns of free vibra-

tions of metal bridge spans obtained under laboratory and field conditions. Segmental spectral 

analysis and a probabilistic approach allow to estimate the spectral power distribution and iden-

tify the dynamic behavior of beams. 

Research findings: It is found that the energy spectrum of vibrations contains several narrow 

frequency bands, among which there are the main energy-carrying regions. The range of natural 

frequencies and their damping parameters are determined. Practical implications: Research re-

sults can be used in diagnosis and monitoring of the dynamic state of bridges based on the anal-

ysis of their vibration characteristics. 

Keywords: spectrum, sample, oscillations, oscilloscope pattern, impulse, implemen-

tation, impact, frequency, amplitude 
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Классический прием спектрального анализа колебаний с использованием 

временного разложения и преобразования в ряд Фурье основан на преобразо-

вании функций времени и частоты. Текущий спектр определяется как преобра-
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зование Фурье, но с переменным верхним пределом интегрирования, в качестве 

которого используется текущее время сегмента выборки акселерограммы. Об-

щую интегральную функцию запишем в виде 

 ( ) ( )f t f t n T= +  , (1) 

где Т – период колебания; n – положительное число гармоник. 

При синусоидальной форме колебания балки от одиночного удара грузом 

функция f(t) (рис. 1) может быть записана в виде 

 ( ) нcos 2k

t
f t A

T

 
=  − 

 
, (2) 

где Аk – амплитуда колебания; φн – начальная функция колебания;   – коэффи-

циент формы колебаний, принимаемый равным 1,11 для полупериода колебания. 

Воздействие ударных сил и возникающие ускорения рассматриваются 

как случайные процессы. При этом параметры импульсных воздействий и ха-

рактеристики акселерограмм могут изменяться в зависимости от типа импульса 

и условий регистрации сигналов [1]. 

Вероятностная модель спектрального анализа основана на положениях 

теории вероятностей, объясняющих закономерности случайных явлений неза-

висимо от их физической природы. Такой подход позволяет выполнять как ко-

личественную, так и качественную оценку влияния случайных факторов на па-

раметры колебаний. 

Спектральная плотность сегмента выборки акселерограммы выходных 

параметров колебания как комплексная величина обратного преобразования 

Фурье состоит из мнимой части спектра и модуля спектра, полученных путем 

разделения длительности импульсного воздействия от удара на равные интер-

валы N [2]. При достаточно коротком сегменте импульса 10–4˂Tix˂10–2 c ком-

плексный спектр можно считать постоянным и равным площади импульса 

и выходные реакции системы пропорциональными ее весовой функции g(t) [3]: 

 ( )
0 0 0

0

2
cos

op

pg t R e p t dp=   
 

, (3) 

где 0 ˂ р0 ˂ 1; 
0 0pR e p  . 

Тогда максимальная величина исходной реакции в виде частоты и уско-

рения будет равна 

 ( ) ( )maxX F x g t= , (4) 

где ( ) ( )
0

t

F x X t dt=  . 

X(t) – функция распределения случайных величин спектра свободных ко-

лебаний на протяжении сегмента выборки в период времени t. 

Производная ( ) ( )/F x F x=  непрерывной случайной величины X явля-

ется плотностью вероятности распределения случайной величины и дифферен-

циальным законом распределения X. 
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При интегральном законе распределения случайной величины X, задава-

емом функцией распределения F(x), величину Xср будем рассматривать как 

среднее значение случайной величины в пределах i-го интервала сегмента спек-

тра частот. В этом случае среднее значение определяется выражением 

 
ср

ср

0
ср

1

1
TixTix

i

i N

i

i

X
X X dx

Tix
X

=

= =


, (5) 

где Xср i – относительная величина среднего значения спектральной функции F(x). 

Любая выборка спектра частот или ускорения будет характеризоваться 

параметром среднего значения 

 ( )min
2

с Tix F x t


 = =     , (6) 

где 
0 ср

1

2 p
t   – частота спектра средних частот собственных колебаний в пре-

делах сегмента выборки. 

Выражение для Xср при обратном преобразовании Фурье принимает вид 

 ср 0 0 min

1

2
.

N

c

i

X р p
=

=  


  (7) 

Тогда среднее значение случайной величины Xср функции вероятности 

F(x) и плотности распределения d(x) в сегменте выборки и математическое 

ожидание mx определяются зависимостью в виде 

 ( ) ,x im X f x dx



−

=   (8) 

где mx – математическое ожидание или среднее значение случайной величины 

Xi. Эта величина равна 

 
1

n

x i i

i

m P X
=

=  ,  

где Xi – текущие координаты случайных величин; Pi – вероятность появления 

случайной величины Xi. 

Зависимость между математическим ожиданием mx и дисперсией случай-

ной величины имеет вид 

 2
x xD m= − . (9) 

Возможное рассеяние значений случайной величины Х учитывается 

среднеквадратичным отклонением σх, равным 

 х xD = . (10) 

Для примера, центр рассеяния случайной величины импульсов (рис. 1) 

колокольного типа h2 = 2h1 и синусоидального h1 с математическим ожиданием 

mx = а в виде нормального закона распределения случайных величин f (x) запи-

шем в виде 
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( )
2 2( )

2

;

1 1
;  .

2 2

h X а

x x x

h
f x e

D D
h h

− − 
= 

 

=  = =


 (11) 

 

 
 

Рис. 1. Центр распределения или центр рассеяния 

Fig. 1. Distribution or scattering center 

 

Функция нормальной плотности вероятности распределения F(x) будет 

иметь вид 

 

( )

( )

( )
( )

2

2

2

2

2

1
;

2

1
или  .

2

x

x

x

X m

D

x

X m

x

F x e
D

F x e

−
−

−
−






=
  


=
  

 (12) 

Функция распределения случайной величины X, подчиняющейся нормаль-

ному закону, выражается через интеграл вероятности (функцию ошибок) [4] 

 ( )
( )

2

0

1 1

22

TixU
x

u
x

X m
f x e dt

−  −
= = +  

  
 . (13) 

Принимая вероятность отклонения случайных величин сегмента вы-

борки 0,5x
n

E


=  , получаем следующие значения: Ф 0,25х

х

Е



 
= 

 
; 2U =  ; 

0,4769. =  

Тогда вероятность появления случайной величины Хср Pi = 0,997 при 

среднеквадратичном отклонении будет равна 3σх, при Pi = 0,995 – 4 σх, при  

Pi = 0,95 – 2σх. 

В качестве примера на рис. 2 представлены фрагменты обработки осцил-

лограммы: в линейном и логарифмическом масштабах показаны результаты нор-

мирования спектра мощности колебаний балки от ударного воздействия, сгла-

женного по N = 11 точкам (исходное физическое разрешение спектра – 0,017 Гц). 

На рис. 2, б представлен пример разложения исходного спектра мощно-

сти на составляющие ее колебания инерции и ускорения в различных полосах 

частот, отфильтрованных с помощью полосовой цифровой фильтрации. Осцил-
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лограмма 1 соответствует полосе частот 1,9–3,0 Гц и отвечает основной энер-

гонесущей области колебаний. Осциллограммы 2, 3 соответствуют полосам ча-

стот 2,0–2,25 Гц с пиком Хmax = 2,17–2,38 Гц. 
 

 
 

Рис. 2. Фрагменты колебания балок моста: 

а – в нормированной мощности в основной полосе частот по оси х и в логарифми-

ческом масштабе по оси у; б – нормированные осциллограммы в различных спек-

тральных полосах: 1 – в полосе частот 1,9–3,0 Гц; 2 – в полосе частот 2,0–2,25 Гц; 

3 – в полосе частот 2,25–2,5 Гц 

Fig. 2. Beam vibration spectra: 

a – normalized power in the main frequency band on the x-axis and on a logarithmic 

scale on the y-axis; b – normalized oscilloscope patterns in different spectral bands:  

1 – 1.9–3.0 Hz, 2 – 2.0–2.25 Hz, 3 – 2.25–2.5 Hz 

 

Временные реализации собственных колебаний балок моста в г. Томске 

(рис. 3, а, б) и их частотные спектры колебаний (рис. 3, в, г) показывают, что 

энергетический вклад собственных колебаний соответствует энергетическому 

спектру колебаний балок пролетных строений (рис. 4). 

а 

б 



262 В.М. Картопольцев  

 

В
ес

т
н

и
к

 Т
Г

А
С

У
. 
2

0
2
6

. 
Т

. 
2
8

. 
№

 2
 

 
 
Рис. 3. Временные реализации колебания балок на собственных частотах: 

а – е – частотные спектры собственных колебаний балок; 1, 3 – середина пролета; 

2, 4 – в 1/3 пролета 

Fig. 3. Time-domain representations of beam vibrations at natural frequencies: 

a–f – frequency spectra of natural vibrations of beams: 1, 3 – at span center; 2, 4 – at 1/3 

of the span 

 

 
 
Рис. 4. Энергетическая мощность спектра собственных колебаний балок с учетом инер-

ционности массы 

Fig. 4. Energy spectrum of natural vibrations of beams with regard to mass inertia 

 

Из реализации спектра колебаний балок видно, что спектр общей мощ-

ности имеет несколько узких частотных полос (см. рис. 3, в – е) со следующими 

максимумами: 0,12; 0,66; 1,3; 2,6; 2,5; 5 Гц. Наиболее мощные спектры лежат 

в следующих областях: 1,12; 2,1; 2,5 Гц. Основная полоса спектра колебаний 

с максимумом 0,66 Гц является определяющей в энергетической мощности ко-

лебания балок. Результаты аналогичных частотных спектров в режиме свобод-

ных колебаний были получены при испытании ряда мостов через р. Нюю в Рес-

публике Саха (Якутия) [5] (рис. 5). 

а 

б 

в 

д 

г 

е 

1 

2 

1 2 

3 4 
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Рис. 5. Частотные спектры свободных колебаний балок автодорожного моста через р. Нюю 

Fig. 5. Frequency spectra of free vibrations of bridge beams over the Nyuya River 

 

Спектральный анализ сегментов акселерограмм для балок в режиме сво-

бодных колебаний показал, что среднее значение коэффициента затухания со-

ставляет ε = 0,231 в 1 с, а логарифмический декремент затухания lnδ = 0,092. 

Основная частота собственных колебаний с главными пиками сосредоточена 

в пределах 2,3–4,1 Гц (период колебаний Т = 0,244–0,435 с). 

Другим примером реализации спектрального анализа служат результаты 

исследований свободных колебаний балки пролетных строений моста нераз-

резной системы со схемой 42,5 + 6  60 + 42,5 м. На рис. 6 в логарифмическом 

масштабе приведены нормированные спектры мощности свободных колебаний 

балки. Нормированные спектры мощности (рис. 6, а, б, рис. 7) анализируются 

как случайные величины спектра с математическим ожиданием mx(t) случайной 

функции F(x). 

На рис. 6, б функция когерентности (сплошная линия), а также крос-

спектр в линейном масштабе (линия с точками) соответствуют собственной ча-

стоте колебания (нулевая гармоника), равной 2,93 Гц, т. к. на нее приходится 

максимум модуля кросспектра. В спектре также наблюдается отчетливый пик 

на частоте 2,34 Гц, обладающий теми же признаками, что и основной, но усту-

пающий ему по амплитуде более чем в 6 раз. Коэффициент затухания колеба-

ний не превышает 0,2 с–1. В других спектральных диапазонах (рис. 6, в) выде-

1 2 

3 4 

5 6 
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ляются полосы частот 2,0–2,7 Гц с центральным пиком 2,34 Гц и 2,7–3,35 Гц 

с пиком 2,93 Гц. 

 

 
 
Рис. 6. Нормированные спектры свободных колебаний неразрезной балки: 

а – нормированные спектры мощности колебаний балок, а также их взаимный ам-

плитудный спектр (логарифмический масштаб по оси ординат); б – нормирован-

ный взаимный амплитудный спектр (линия с точками); функция когерентности 

колебаний (сплошная линия), взаимный фазовый спектр колебаний (точечная ли-

ния); в – нормированная окселерограмма в различных спектральных полосах:  

1 – в полосе 0,5–25 Гц; 2 – полоса 2,0–2,7 Гц; 3 – полоса 2,7–3,35 Гц; 4 – полоса  

5–16 Гц, окселерограммы 2, 3 и 4 смещены вниз от нулевой линии для более удоб-

ного просмотра 

Fig. 6. Normalized spectra of free vibrations of an unseparated beam: 

a – normalized power spectra of beam vibrations and  their mutual amplitude spectrum 

(logarithmic scale on y-axis); b – normalized mutual amplitude spectrum (dotted line); 

vibration coherence function (solid line), mutual phase spectrum of vibrations (dotted 

line); c – normalized pattern in various spectral bands: 1 – 0.5–25 Hz; 2 – 2.0–2.7 Hz; 

3  – 2.7–3.35 Hz; 4 –5–16 Hz. Oscilloscope patterns 2–4 are shifted downward from 

zero line for easier viewing 

 

Спектральный анализ показал, что основная генерация собственных ко-

лебаний находится в пределах 5 ˂ р0 ˂ 16 Гц в диапазонах времени 14–20 с. 

Усреднение результатов межканального анализа спектра мощности колебаний 

(рис. 6, а) представим в развернутом виде сегмента выборки через одномерную 

плотность вероятности fi(t) и математического ожидания действительной вели-

чины Xi функции mx(t) (рис. 7). 

Рассмотрим сегмент выборки спектра свободных колебаний, содержа-

щий n = 13 всплесков. Требуется определить вероятность события А, которая 

характеризует плотность распределения случайных величин частот в данном 

сегменте. Эта вероятность служит показателем усредненного значения свобод-

ных колебаний и отражает частоту появления всплесков на интервале вре-

мени t. Математическое ожидание при этом определяется зависимостью 

а 

б 

в 

1 

2 

3 

4 



 Совершенствование спектрального анализа свободных колебаний балок 265 

 

В
ес

т
н

и
к

 Т
Г

А
С

У
. 
2

0
2
6

. 
Т

. 
2
8

. 
№

 2
 

 ( ) *x

A
m t p

n
= =


, (14) 

где ΣА – сумма всплесков, мм; n = 13 – количество всплесков в сегменте вы-

борки mx(t) = 0,8 мм. 

 

 
 

Рис. 7. Сегментарное представление зависимости x(t) от mx(t) 

Fig. 7. Segmental representation of the relationship between x(t) and mx(t) 

 

Дисперсия (рассеяния) для сегмента равна 

 ( )
( )* *

0,011
p g p

D x
n

−
= = . (15) 

Среднеквадратичное отклонение при подсчете среднего значения пиков 

колебаний в сегменте равно 

 
2 2

0,4
1 12

x
n

 = = =
−

. (16) 

Коэффициент корреляции K(х) при среднеквадратичном отклонении 0,4 

будет равен 

 
2

( ) 0,06
1

x xD k
K x

n

+
= =

−
, (17) 

где kх
2 – корреляционный сегмент; в определении коэффициента корреляции 

равен ( )
42

xD m x+ . 

Для вычисления отношения длины средних арифметических значений 

приближений случайных величин в выборке к их математическому ожиданию 

mx воспользуемся законом распределения случайных величин в виде 

 x x
e

x

M m
T

S

−
= , (18) 

где Те – длина интервала средних значений закона нормального распределения 

случайных величин; Sx – спектральная плотность случайных величин Xs со сред-

ним значением; Xs – случайная средняя величина нормального закона распре-
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деления выборки, равна 2( 1) xn D− ; Мх – случайное значение оценки математи-

ческого ожидания mx, разбивая длину спектра выборки записи колебаний на 

прямоугольники (см. рис. 7). Значение Мх запишем в виде 

 ( )
0

1
.

eT

x
e

M X t dt
T

=   (19) 

Для определения mx справедливо условие 

 ( )
1

1 1

1
n

x

i

m X t
n =

=  , (20) 

где n1 – количество прямоугольников со средним значением X(t) на протяжении 

интервала Те выборки. 

Таким образом, комплексный амплитудно-частотный спектр огибающей 

(см. рис. 7, пунктир) соответствует средним значениям частоты Р0 ср и ампли-

туды А0 ср, равным 

 
0ср

0ср

0ср

2
; 1,  2,  3..;

2
,

x

Р
Т

S P
А

Т

 
=   = 


 =



 (21) 

где Т – период огибающей колебания i-й гармоники на длине Те. 

 
( )

( )
2

1 1 1

1

1

in

x s x

i

S X M
n n =

= −
−
 . (22) 

Выводы 

Сопоставление результатов спектрального анализа колебаний балок, по-

лученных в лабораторных и натурных условиях при одиночном ударном воз-

действии по методу Герца, показывает, что функция когерентности суще-

ственно меньше единицы, фазовый спектр далек от стабильного значения 

вблизи 0° или ±180°, а частота собственных колебаний по ширине полосы оце-

нивается с учетом коэффициента затухания и проявления взаимного амплитуд-

ного спектра колебаний. 

В зависимости от типа импульса требуется дополнительно исследовать 

связь между его длительностью и шириной спектра. 
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