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ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  
ГРУНТОВЫХ НАСЫПЕЙ ИЗ МЕРЗЛЫХ ГРУНТОВ 

Одной из проблем освоения природных ресурсов Сибири является отсутствие разви-
той сети железных и автомобильных дорог. Наличие, почти на всей территории, непри-
годных для возведения насыпей рыхлых горных пород поставило перед наукой ряд за-
дач о переводе их в группу пригодных. Практика транспортного строительства в особых 
условиях Сибири за последние два десятилетия накопила опыт и расширила перечень 
применяемых в конструкциях насыпей местных материалов, одними из которых явля-
ются мерзлые глинистые и торфяные грунты. Прочность, надежность и долговечность 
таких грунтовых массивов зависят от его водно-теплового режима и напряженно-
деформированного состояния. В разработанной физико-механической модели принци-
пиальным моментом, отличающим ее от известных, является достаточно подробный 
учет взаимного влияния температурного поля, распределения влажности, льдистости, 
а также напряжений и деформаций. Температура и влажность влияют на прочностные 
и деформационные свойства грунта, а напряжения и деформации в свою очередь изме-
няют физические параметры влажности и температурного поля, что существенно 
усложняет задачу в математическом плане, но позволяет приблизить постановку задач 
к особенностям реальных условий эксплуатации насыпей в Сибири. 
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PHYSICAL AND MATHEMATICAL SIMULATION  
OF FROZEN SOIL EMBANKMENTS 

One of the problems of natural resource development in Siberia is the absence of the ad-
vanced network of railway and automobile roads. Rocks unsuitable for the embankment con-
struction almost over the whole region pose the problem of their transformation into suitable. 
The transport facility construction within the complicated Siberian conditions has accumulated 
the experience for the past two decades and expanded the list of local materials used in the 
structures, such as frozen clayey and peat soils. The durability and reliability of this soil mass 
depend upon its thermal conditions and stress-strain state. The suggested model takes into ac-
count the interaction between temperature field, moisture distribution, iceness, strain, and 
stress. The temperature and moisture have an effect on the stress-strain state of soil which, in 
turn, modifies the physical parameters of moisture and temperature field. This complicates the 
mathematical solution of the problem, but approximates it to the real behavior of embankments 
in Siberian conditions. 

Keywords: temperature field; strain; soil; moisture; time; porosity; model; strain. 

Освоение природных ресурсов Сибири невозможно без создания сети 
железных и автомобильных дорог. Суровые природно-климатические и слож-
ные грунтово-геологические условия, отсутствие пригодных строительных 
материалов, наличие вечной мерзлоты и болот не позволяют применять тра-
диционные методы и способы строительства транспортной сети [1]. 

Практика транспортного строительства в Сибири за последние два деся-
тилетия накопила опыт и расширила перечень применяемых местных непри-
годных материалов, одними из которых являются мерзлые переувлажненные 
глинистые и торфяные грунты. Мерзлые грунты представляют собой сложное 
многофазное физико-химическое образование, отличающееся гетеропористо-
стью и полидисперсностью. В отличие от талых грунтов при возведении 
насыпей в первой дорожно-климатической зоне оттаивающий грунт проходит 
стадию формирования предельно-рыхлой структуры. 

Расчетно-теоретическое определение водно-теплового режима и напря-
женно-деформированого состояния насыпи, возведенной из мерзлых глинистых 
и торфяных грунтов, необходимо для обеспечения прочности и устойчивости 
самой насыпи и находящихся на ней инженерных сооружений. Целью данной 
работы является разработка физико-математической модели, которая позволяет 
рассчитывать изменение во времени и пространстве основных параметров 
мерзлых и оттаявших грунтов: влажности w (x, у, z, t); льдистости L (х, у, z, t); 
температуры Т (х, у, z, t); нормальных и касательных напряжений в грунте  
σ௜ (x, у, z, t), τ௜௝ (х, у, z, t), а также деформаций ε௜ (х, у, z, t). Квазитрехмерный 
подход к математическому моделированию земляного полотна позволяет полу-
чить расчетные уравнения с двумя независимыми переменными у и z и време-
нем t, что позволяет анализировать развитие процессов во времени. 

Физическими основами моделирования являются: закон сохранения 
энергии (теплового баланса) в форме уравнения теплопроводности с учетом 
теплоты фазовых переходов, уравнения баланса влаги в разных фазах, опре-
деляющих влагонасыщенность в различных частях рассматриваемой области, 
а также уравнения, определяющие напряжения и деформации. При записи 
уравнений была использована общепринятая гипотеза континуума, предпо-
лагающего осреднение параметров в пределах малых расчетных объемов. 
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Для произвольного малого, но конечного объема V, выделенного в мо-
мент времени t в расчетной области и ограниченного поверхностью S, выде-
лим для анализа объемы и массы компонентов Vj и mi, где индексы i = 1, 2, 3, 4 
соответствуют материалу скелета грунта, воды, льда и газа. Осредненные по 
объему компоненты грунта: плотности грунта p1 = ௠భ

௏
, воды p2 = ௠మ

௏
, льда 

p3 = ௠య
௏

 и газа p4 = ௠ర
௏
	находятся из интегрального закона сохранения массы [2]: 

 ∫ ௗ௣೔
ௗ௧௩ dv = –∫ ௦	௜݌ ∫ + ௜௡dsݒ ∑ ௝	௝௜௩ܬ dv, (1) 

где Jjj = –Jji имеют размерность кг/(м3с) и характеризуют интенсивность фазо-
вого перехода массы из j в i-ю составляющую в единице объема среды за 
единицу времени, т. е. J32 характеризует интенсивность плавления льда; J23 – 
затвердевание воды; J42 – конденсацию пара; J24 – испарение воды; pj ݒ௜௡  – про-
екции на внешнюю нормаль к поверхности S величины потоков фаз, т. е. 
௜௡ݒ	௜݌ = ௜݌ ;	௡(௜ܬ) =

௠೔
௩

. Изменение осредненной по объему массы плотности 
скелета грунта р1, воды р2, льда р3 может происходить из-за миграции воды, 
фазовых переходов и изменений пористости грунта. 

Скорости движения ߭̅ и потоки ଔపഥ вещества в твердой фазе: для скелета 
грунта ଔଵഥ ଵതതത и льда ଔଷഥݒ	ଵ݌ =   ଷതതത связаны исключительно с деформационнымݒ	ଷ݌ = 
движением и определяются уравнениями напряженно-деформированного со-
стояния грунта [3, 4]: 
 σ௜, τ௜௝, t), (2)	ଷതതത = ߭̅деф(x, y, z,ݒ = ଵതതതݒ 

где σ௜(݅ = ,ݔ ,ݕ ,(ݖ τ௜௝ (ij = x, y, z) – нормальные и касательные напряжения 
в грунте, определяемые внешними нагрузками на насыпь, давлением выше-
лежащих слоев и свойствами грунта. 

Поток жидкой влаги в коллоидном капиллярно-пористом теле в общем 
случае обусловлен диффузионным, конвективным и эффузионным потоками 
[5] и определяется линейными соотношениями Онзагера: 

 ଔଶഥ ଶതതതݒ	ଶ݌ =  = −λଶ௠∇θ − λଶ௠் ∇ܶ − ݇ଶ∇ܲ, (3) 

где ∇θ = ଵ
஼೘
்(ݓ∇)  – градиент переноса влаги; ܥ௠ = ቀௗ௪

ௗ஘
ቁ
்
 – изотермическая 

удельная влагоемкость; λଶ௠ = ܽଶ௠݌ଵܥ௠ – коэффициент влагопроводности; 
λଶ௠் = ஛೘

஼೘
δ – коэффициент термовлагопроводности. 

Поток паровоздушной смеси при учете молекулярного, капиллярного 
и молярного механизмов переноса записывается аналогично (3). 

Следует отметить, что на границе слоев возможны скачки влагосодер-
жания W. При этом на границе соприкосновения разных типов грунтов имеет 
место равенство потенциалов влагопереноса θ. Запись интенсивностей потока 
воды ଔଶ̅ и паровоздушной смеси ଔସ̅ делает возможным расчет полей влажно-
сти, льдистости и паросодержания в рамках единых по виду расчетных фор-
мул, но с применением переменных коэффициентов тепловлагопереноса. Для 
каждого контрольного расчетного объема V в каждый момент времени t влаж-
ность и льдистость вычисляем из уравнений сохранения массы (1): 
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 ܹ = ௠మ
௠భ

= ௣మ
௣భ
	 и льдистость ܮ = ௠య

௠భ
= ௣య

௣భ
. 

Коэффициенты, характеризующие влагоперенос, вычисляются по 
опытным данным с учетом изменения влажности [6]. При рассмотрении ба-
лансового соотношения энергии примем модель однотемпературной среды, 
т. е. T1 = Т2 = Т3 = Т4 = Т (x, y, z, t). 

Уравнение переноса тепла контрольного объема V, ограниченного по-
верхностью S, запишем в деформируемых неортогональных сетках: 
 ∫ ݌ܿ ௗ்

ௗ௧௩ ܸ݀ = −∫ λ(∇ܶ)௡݀ݏ − ∫ ଷଶܬଷଶܫ) + ସଶ)ܸ݀௩௦ܬସଶܫ , (4) 

где 	ܿ = ଵ
௣
∑ ܿ௜݌௜௜ୀଵ  – приведенная удельная теплоемкость грунта; λ(∇ܶ)௡ – 

удельные тепловые потоки через грани контрольного объема; I32J32 + I42J42 – 
источники тепла вследствие фазовых переходов. 

Таким образом, модель тепловлажностного режима грунта в интеграль-
ной форме записываем с использованием (1), (4) в виде 
 ∫ ௗ௣భ

ௗ௧௩ ܸ݀ = −∫ ଵ௦݌  (5) ,ݏ௡݀(ଵݒ̅)

∫ ௗ௣మ
ௗ௧
ܸ݀ = −∫[∇λଶ௠(∇θ)௡ + λଶ௠т (∇ܶ)௡ + ݇ଶ(∇ܲ)௡]݀ܵ + ∫ ଷଶܸ݀ܬ + ∫ ସଶܸ݀௩௩௦௩ܬ , (6) 

 ∫ ௗ௣య
ௗ௧
ܸ݀ = −∫ ݏ௡݀(ଷݒ̅)ଷ݌ܬ − ∫ ଷଶܸ݀௩௦௩ܬ , (7) 

 ∫ ௗ௣ర
ௗ௧
ܸ݀ = −∫ [λସ௠(∇θ)௡ + λସ௠் (∇ܶ)௡ + ݇ସ(∇ܲ)௡]݀ܵ − ∫ ସଶௗ௏௩௦௩ܬ . (8) 

Уравнение баланса тепла может быть представлено в виде 

 ∫ ௗ(௣ுᇲ)
ௗ௧

ܸ݀ = −∫ λ(∇ܶ)௡݀ܵ௦௩ ,  (9) 

где ܪ = ∫ эф݀ܶܥ
்
଴  – эквивалентная энтальпия грунтовой смеси, определяемая 

с учетом наличия материала скелета грунта, льда, незамерзшей воды и паро-
воздушной смеси. 

По вычисленному тепловому потоку ݍ = −∫ λ(∇ܶ)௡݀ܵ	௦ 	определяется 

приращение энтальпии ∇ܪ′ = ݍ ∇௧
௣௏

, в которое входит теплота фазовых пре-
вращений. 

В области фазовых переходов, определив обратной интерполяцией тем-
пературу Т по найденной энтальпии Н, вычисляем содержание незамерзшей 
воды WH3 = WH3 (t) при равновесном процессе. Коэффициенты тепломассопе-
реноса λ, λm, λm

(T), k, входящие в систему уравнений (5) – (9), определяются 
в лабораторных условиях. 

После определения осредненных плотностей р1, р2, р3, р4 и Т из системы 
уравнений (5) – (9) находим: плотность влажной грунтовой массы ݌ = ∑ ௜ସ݌

௜ୀଵ ; 

влажность ܹ = ௣మ
௣భ

; общую влажность оܹбщ = ௣మ
௣

; пористость грунта е = ௣భ
(బ)ି௣భ
௣భ
(బ) ; 

льдистость ܮ = ௣మି௣మнз
௣మ

= ௣య
௣మ

. 
Исходные данные для анализа тепловлажностного и напряженно-дефор-

мированного состояния грунта задаются в начальный момент времени t = 0 
в виде Т = Т0 (х, у, z, о); рi =pj (x, у, z, о), где Vj =1, 2, 3, 4 (9) во всей рассматри-
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ваемой расчетной области. Граничные условия тепло- и влагоотдачи задаются 
на внешней поверхности по [7] и на удалении в глубину от поверхности. Рас-
чет температуры влажности в нестационарных условиях на внешней поверх-
ности определяем: 
 λଷி

௉ಷ
௕ಷ
(ௗௐ
ௗ௡
)ி + λଷிܾி(

ௗ்
ௗ௡
)௡ + λଷ

௉ಷ
௕ಷ
( ிܹ − вܹ) = 0. (10) 

Уравнения (5) – (9) представляют собой математическую интегральную 
форму записи основных законов физики мерзлых грунтов – уравнений сохра-
нения массы и энергии. Уравнения сохранения массы и энергии в дифферен-
циальной форме записывается по [5]: 

଴݌ 
ௗ௨೔
ௗఛ

= −݀௜ܸ ቂଔ௜̅диф + ௜݇݌
௞೔
ఎ೔
(∇ܲ − ℎ)ቃ∇݌ +  ௜. (11)ܫ

Напор воды в грунте можно определить по уравнению консолидации 
грунта в формуле В.А Флорина для контрольного объема V: 

 ∫ డு
డ௧
ܸ݀ = ∫ ቀ∇ ଵ

ன
	డு

∗

డ௧
+ ଵ

ଶஓன
	డ஢೥

∗

డ௧
ቁ ܸ݀ + ∫ ଵା௘

ଶஓன	ቀ೏೐೏ಐቁ
௦௩௩  ௡݀ܵ, (12)ܪ∇݇

где ω = 1 − ஒ(ଵା௘)

ଶ(೏೐)೏ಐ

; ∗и σ௭ 	∗ܪ	  – напор воды и сумма напряжений в скелете 

грунта в конце консолидации, т. е. в стабилизированном состоянии. 
При теоретически мгновенном приложении неизменных в дальнейшем 

нагрузок или граничных напоров величины H* и θ∗ в дальнейшем не меняют-
ся, и уравнение консолидации, по В.А. Флорину [8], имеет вид 
 ௗு

ௗ௧
=  (13) ,ܪ௩∇ଶܥ

где ܥ௩ = (1 + ݁)(1 + ξ)	ܴ/2γωܽ – коэффициент консолидации. 
Под воздействием напряжений Os объем V, совпадающий в момент вре-

мени t с контрольным объемом, уменьшается. При этом объем скелета грунта 
считаем постоянным. Объем пор vn = v – v^ уменьшается по закону затухаю-
щей наследственной ползучести на ∆ дܸеф [9]: 

 ∆ дܸеф = ε௩	дефܸ = ௘(௧భ)ି௘(௧మ)
ଵା௘(௧భ)

ܸ. (14) 

Полное изменение объема V за время ∆t = t2 – ∆t1 за счет действия 
напряжений σ⅀	и фазового перехода определится следующей формулой: 
 ∆ пܸ = ∆ дܸеф + ∆ фܸаз.пер. (15) 

Коэффициент объемной деформации или ε௏ =
∆௏
௏

 равен сумме относи-
тельных продольных деформаций [10]: 
 ε௏ = ε௭ + ε௫ + ε௬ = ൫1 + μ௬൯ε௭, (16) 

где ε௏ = μ௬ε௭; 	μн = ܽ ቀ ௬
௕ᇲ/ଶ

ቁ
௡

 при Z > Z0 – коэффициент, учитывающий воз-
можность поперечных деформаций грунта; ε௫  = 0 в предположении отсут-
ствия деформации в направлении X по оси дороги. 

Из формулы (16) и (15) следуют выражения для относительных дефор-
маций εХ, z, εy линейных деформаций Sz и Sy в направлениях Z и Y и скоростей 
деформации v1z и v1y: 
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 ε௭ =
கೇ

ଵାஜ೤
=

∆௏дефା∆௏фаз.пер.
௏(ଵାஜ೤)

; 	ε௬ = μ௬ε௭	; (17) 

 ܵ௭(ݐ, ,ݖ (ݕ = ∫ ε௭
௭
଴ ,ݐ) ,ݖ ;ݖ݀(ݕ ܵ௬ = ∫ ε௬

௬
଴ ,ݐ)	 ,ݖ  (18) 	ݕ݀(ݕ

или с условием постоянства перемещений грунта в плоскости поверхности 
насыпи приближенно можно положить 
 	 ଵܸ௭ = ε௭

∆௓
∆௧
; ଵܸ௬ = ε௬

∆௬
∆௧

; (19) 

 ߭̅ଵ = ߭̅ଵ ቀε௭
∆௓
∆௧
, ε௬

∆௬
∆௧
	ቁ. 

Рассмотрим далее элементы комплексного расчета водно-теплового ре-
жима и напряженно-деформированного состояния насыпи из мерзлых грунтов. 

В качестве исходных начальных данных в момент времени t = 0 задают-
ся значения параметров ρଵ , ρଶன, ρଷ, ρସ, ܶ, ܲ, σ⅀ в узлах контрольного объема 
Vjjk

(n). Граничные условия на поверхности расчетной области принимаются 
с учетом многолетних наблюдений климатических параметров и исходных 
данных для проектирования насыпей. Последовательность расчета строится 
в соответствии с фазами строительства и включает в себя следующий алго-
ритма расчета. 

1. Вычисляются потоки воды ଔଶ̅ и паро-воздушной смеси ଔସ̅ через по-
верхности, ограничивающие контрольный объем в момент t = t1. Расчет про-
водится по формуле (3). 

2. Определяются предварительно интенсивности фазовых переходов J23, 
J24 с использованием алгоритма (9). 

3. По соотношениям (6) и (8) находят значения параметров плотности р2 
и р4 по разностной схеме. 

4. По разностной схеме вычисляется энтальпия и по ней температура на 
(n + 1) временном слое. Для этого используются интенсивности J23, J24. вы-
численные в п. 2, а для равновесных процессов по уравнению (9). 

5. Вычисляются влажность W, общая влажность Wобщ, плотность грунта 
S, пористость е (предварительно), льдистость L (предварительно). 

6. Из уравнения (12) или (13) определяются напор воды Н и давление 
в поровой воде Р в момент времени t2 = t1 + ∆t: Р = pqH + Z. 

7. Вычисляется σ⅀∗  и также σ⅀ в момент времени t2: σ⅀= σ⅀∗ + 2р* – 2р. 
8. На основе уравнения наследственной затухающей ползучести вычис-

ляем коэффициент пористости грунта e(t2) = е(n+1) в объеме ∆Vijk
(n+1). 

9. По формуле (14) находится изменение объема. 
10. По формулам (17) находим относительные деформации в продоль-

ном и поперечном направлении. 
11. По формулам (18) определяем вертикальную осадку Sz (t, zi, Yj) и по-

перечное смещение грунта Sy (t, zi, уj) (z > z0). 
12. По формулам (19) находим деформационные скорости ߭̅деф скелета 

грунта ߭̅ଵ и льда ߭̅ଷ	по соотношениям. 
13. Вычисляем по уравнениям (5) и (7) осредненные значения плотности 

скелета грунта ρଵ и льда ρଷ. 
14. Проводим аналогичные вычисления параметров и новый цикл ите-

раций для всех узлов рассматриваемой расчетной области. 
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Таким образом находим значения искомых параметров в контрольных 
объемах за расчетный период 0 < t < Т времени: ρଵ(t), ρଶ(t), ρଷ(t), ρସ(t),ω(t)I 
L(t), P(t), T(t), Sz(t), Sy(t), что и является целью данного расчета. 
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