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Аннотация. Актуальность. Совершенствование расчета конструктивного элемента 

нежесткой дорожной одежды покрытия на упруго-податливом полупространстве с уче-
том инерционности поведения является актуальной задачей в теории упругости и упруго-

вязко-пластического деформирования. 
Цель. Уточняется расчет плиты из асфальтобетона (как конструктивного элемента про-

езжей части) от давления колеса автомобиля с определением перемещений, податливости 
полупространства и с частичным отрывом плиты от основания и «паразитных» колебаний 

методами упругости строительной механики. 
Практическая значимость. Представлен математический аппарат расчета при контакте 

временной автомобильной нагрузки с асфальтобетонной плитой проезжей части в зависи-

мости от граничных условий закрепления плиты на упруго-податливом полупространстве. 
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ORIGINAL ARTICLE 

STRENGTH ANALYSIS OF PREFABRICATED BITUMINOUS 

SLAB ON ELASTIC HALF-SPACE 

Natalya A. Chernyshova, Аleksandr А. Alekseev, Aleksei A. Bannikov 

Tomsk State University of Architecture and Building, Tomsk, Russia 

Abstract. The paper studies a prefabricated bituminous slab on elastic half-space having in-

ertia when operating at live loads. 

Purpose: The building mechanics problem is solved for the prefabricated bituminous slab as 
a structural element of roadway with the detection of displacements of elastic half-space, partial 

slab detachment from the base and parasitic oscillations.  
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Research findings: An attempt is made to provide the accurate strength analysis of the pre-
fabricated bituminous slab. 

Practical implications: A mathematical calculation apparatus is presented for the contact of 
a temporary automobile load with the bituminous slab, depending on the boundary conditions 

of elastic half-space. 
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Расчет асфальтобетонных плит на упругом и упруго-податливом полу-
пространстве является одной из сложных задач строительной механики [1]. 

К общим трудностям, присущим расчету плит различной толщины, состоящих 

из двух и более слоев асфальтобетона, добавляются вопросы, связанные с уста-
новлением перемещений поверхности упруго-податливого полупространства, 

на которое опирается асфальтобетонное покрытие с учетом роли упругих свя-
зей. Передаваемые от воздействия колеса автомобиля на плиту полупростран-

ства нагрузки, особенно динамические и инерционные, влияют на отрыв плиты 
от основания с одновременным проявлением «паразитных» колебаний [2]. 

В настоящее время наиболее приемлемые решения в задачах расчета различ-
ных плит конечной и бесконечной длины на упруго-податливом полупростран-

стве отражены в известных работах О.Я. Шехтера, А.В. Винокуровой, Б.З. Ко-
ренева, Г.С. Шапиро, М.М. Филоненко-Бородич и др. 

Поскольку конструктивный элемент нежесткой дорожной одежды в виде 
асфальтобетонной плиты характеризуется сравнительно невысокой сопротивля-

емостью изгибу и анизотропией свойств упруго-податливого основания, необхо-
димо совершенствовать методы теоретико-эмпирической расчета, которые 

должны обладать не только универсальностью, но и введением в расчет теории 
упругости, строительной механики и механики твердого деформированного тела 

с учетом проявления в работе плиты проезжей части дополнительных упруго-

вязко-пластичных свойств и ползучести во времени, учитывающих деструктив-
ные свойства при статическом и динамическом воздействии нагрузки. В качестве 

конструктивных решений предлагается рассматривать два варианта [3]: 
– один слой асфальтобетона на поверхности упруго-податливого одно-

родного полупространства; 
– два слоя асфальтобетона конечной толщины на поверхности упруго-по-

датливого полупространства. 
По аналогии с зарубежными исследованиями принимаем за основной вид 

покрытия двухслойную асфальтобетонную плиту, рассматривая её как само-
разгружающуюся слоистую конструкцию во времени за счет наиболее ответ-

ственного слоя, непосредственно контактирующего с упруго-податливым по-
лупространством. Тогда условием постоянства во времени эксплуатационных 

качеств и параметров конструкции при стационарных силовых, температурных 
и реологических условиях должна обеспечиваться прочность и деформатив-

ность в слоях и соответствовать неравенству 
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, (1) 

где Δα – разница удельной деформации слоев; t – время эксплуатации; Ен – мо-

дуль деформации нижнего слоя; Ев – модуль деформации верхнего слоя; σ0 – 

напряжение, равное длительному сопротивлению. 

Таким образом, расчет асфальтобетонной плиты проезжей части нежест-

ких дорожных одежд рассматривается как задача Буссинеска с граничными 

условиями расчета схем Н.И. Безухова – А.П. Синицына (рис. 1). 

 

 
 
Рис. 1. Расчетная схема и граничные условия асфальтобетонной плиты: 

1, 2, 3 – полубесконечной длины; 4 – бесконечной длины 

Fig. 1. Calculation scheme and boundary conditions of bituminous slab: 

1, 2, 3 – semi-infinite length; 4 – infinite length 

 

Используя элементы эндохронной (упруговязкой) теории упругости 

и инкрементальной теории пластичности, определяем коэффициент условного 

упругого защемления λ [4]: 

 кс

R

EJn
 = , (2) 

где EJn  – жесткость анизотропной плиты с условно-упругим защемлением, 

равна 
( )

3
пл

12 1

E h

−
; кс – коэффициент постели; μ – коэффициент Пуассона; R – рав-

нодействующая сил упругого распределения, действующая на плоскость, огра-

ничивающая полубесконечное или бесконечное тело, равна 2 2x z+ . 

На основании бигармонического условия Буссинеска при 2 2R x z= +

и 
dR z

dz R
= деформации и напряжения в плите будут определяться [5]: 
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 (3) 

Перемещения и деформации условных упругих связей между плитой 
и упруго-податливым полупространством определяются равенством 
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При x = 0,5 м 
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Расчет асфальтобетонных плит нежесткого типа дорожной одежды, ле-
жащей на упругом основании в виде железобетонных монолитных или сборных 
плит, достаточно проработан и известен. Более того, совершенствование рас-
чета будет заключаться в рассмотрении несущего слоя асфальтобетонной 
плиты как упруговязкого полупространства, расположенного на упруго-подат-
ливом полупространстве. Под полупространством понимается тело, ограничен-
ное с одной стороны плоскостью (рис. 1), основной характеристикой которого 
является перемещение εn. Существует и другое определение полупростран-
ства – это тело, ограниченное плоскостью-полуплоскостью. 

Все контактные задачи на полупространстве, ограниченные полуплоско-
стью, относятся к задачам Буссинеска – Фламана [5], а задача на полупростран-
стве, ограниченная плоскостью-полуплоскостью, – к задачам Буссинеска [6]. 
Для таких вариантов расчета предельное состояние по прочности и деформа-
тивности связано с нарушением сплошности верхнего слоя плиты покрытия 
и рассматривается во времени с наступлением «местного» предельного состо-
яния упруго-податливого полупространства с характеристиками [7]: 

 

( )
2

2

2

1 2(1 )
;

2

(1 )
2(1 ) .

2

n

n

RP x z

R z RER

P z
Y

E R R

 −  −
 = − −  

+   


 +  
= − +       

 (5) 
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Асфальтобетонная плита проезжей части относится к плитам средней 

толщины и рассматривается в трех вариантах. 

1. Плита конечной или бесконечной длины на упруго-податливом полу-

пространстве – модель Ю.Н. Работнова. При изгибе такой плиты прогиб с уче-

том «паразитивного» явления в плите и полупространстве (рис. 2) равен: 

 
2 32 2

M Q
Y

EJx EJ
= +

  
, (6) 

где 
dM

dx
Q = ; М – изгибающий момент от силы iP P x=  . 

 

 
 

Рис. 2. Изгиб полубесконечной плиты на упруго-податливом полупространстве при y1 = y2: 

1 – плита; 2 – полупространство 

Fig. 2. Bending of a semi-infinite slab on elastic half-space at y1 = y2: 

1 – slab; 2 – half-space 

 

«Паразитивное» явление для плиты, для полупространства и для дефор-

мирования упругих связей носит деструктивный характер, влияет на сдвиго-

устойчивость слоев покрытия и отрыв от упруго-податливого полупростран-

ства (рис. 3) [8]. 

 

 
 

Рис. 3. Расчетная схема плиты с учетом «паразитивного» изгиба полупространства: 

1 – плита; 2 – полупространство 

Fig. 3. Calculation scheme of the slab with parasitic bending of half-space: 

1 – slab; 2 – half-space 

 

2. Плита неограниченной (бесконечной) длины на упруго-податливом 

полупространстве [9]. 

Реакция упруго-податливого полупространства пропорциональна про-

гибу. В этом случае имеет место равенство вида 

 –g С y=  , (7) 

1 

2 

1 

2 
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где g – реакция, распределенная по длине плиты, равна 
п

P

l
; lп – расчетная длина 

плиты; С y  – реакция упруго-податливого полупространства; С – расстояние 

от нагрузки P до края плиты. 

Расчетная схема в виде двухслойной среды, состоящей из одного или 

двух слоёв, лежащей на слое упруго-податливого полупространства из ограни-

ченного по высоте слоя щебня или другого материала, является условием со-

вершенствования расчета в упругой и упругопластической стадиях работы. 

Щебеночное основание под асфальтобетонной плитой как упруго-податливое 

полупространство представляет собой «эталонную модель» для решения кон-

тактных задач при воздействии статических и динамических нагрузок. В этом 

случае процесс нагружения можно считать равновесным – в каждый момент 

времени нагружения соблюдается условие равновесной равнонапряженности, 

для которой справедливы статические методы механики деформированного 

тела. Это упрощение в дальнейшем способствует достижению «местного пре-

дельного» равновесия по сдвигу в одном элементе либо на границе плиты 

и упруго-податливого полупространства и отождествляется с предельным со-

стоянием дорожной одежды. Перемещение слоев в плоскости их контакта бу-

дет означать появление максимальных активных напряжений сдвига, формулы 

(4), (5). Как известно, упругость, вязкость и пластичность многих материалов, 

особенно геологического происхождения (грунты, пески, скальные породы), 

нельзя ассоциировать с законом Гука и поверхностью пластического течения 

Губера – Мизеса – Генки, для оценки напряженно-деформированного состоя-

ния конструкции «плита – упругие связи – упруго-податливое полупростран-

ство» необходимо использовать известные законы ортогональности и постулат 

Друкера [10, 11]. Ввиду малости деформаций плиты, по сравнению с её толщи-

ной, для плиты средней толщины возможно условие, что уравнения деформа-

ций и перемещений нелинейных параллельных осей OZ принимают вид 

 
( ), ;

( , ).

x z

y y x z

 =  


= 
 (8) 

В этом случае соотношения между «напряжениями и деформациями» мо-

гут быть записаны в виде 

 
II 0

II 0

( );

( ),

i ij

i ij

 =  −d  


 =  − d  

 (9) 

где σij – девиатор напряжений – характеризует, насколько заданное напряжен-

ное состояние отличается (отклоняется) от объемного; 0
3

x y z +  + 
 = ; 

0ij   . δII – символ Кронекера при использовании ортогональной системы 

в декартовых координатах: δII = 1 при 0ij =  ; δII = 0, если 0ij   ; εij – ком-

понента девиатора деформаций. Для упругого тела достаточными являются 

зависимости 
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II 0

0

1 3
;

2 1

1
;

2 3

3 ,

ij ij

x y z

ij ij

Q

Q

G

 
 =  − d   

+   
 +  +   

 =  
  

 =  



 (10) 

где 
3

E
G = . 

Для асфальтобетонной плиты зависимость между σi (напряжением), εi 

(деформацией) и скоростью деформации  , как для упруговязкого материала, 

может быть принята в виде 

 2i i i iE E G =  +  =  , (11) 

где 
2

E
G = ; i  – скорость деформации. 

Для плиты средней толщины из упруговязкого пластического материала 

рассматриваются два случая. Первый – плита нагружается силами Pi от прохо-

дящего транспорта; второй – плита разгружается после ухода транспорта с рас-

четного участка плиты. Принимаем в расчет Едл = Е – длительный модуль упру-

гости, равен модулю Юнга, и Ем ˃ Е – мгновенный модуль. Тогда в процессе 

нагружения закон деформированного состояния во времени для упруго-вязкого 

тела действует при условии 

 мi iE E n = +   , (12) 

где м

дл

E

E
n =  – коэффициент вязкости; дл 2E G= ; м

2

E
G = . 

Если в некоторый момент времени t0 – ti после ухода нагрузки происхо-

дит процесс разгрузки, то плита, получив предварительные деформации удли-

нения (укорочения), будет следовать закону 

 

0

м

( )

0

iE t t

E n
i e

− −

 =   , (13) 

где ε0 – начальная (исходная) деформация в теле при t = t0. 

Когда нагрузка имеет постоянную скорость изменения при t = 0, 0
0

мE


 = . 

При t = ti выражение трансформируется и имеет вид 

 мt iE =  . (14) 

Двухслойная асфальтобетонная плита средней толщины изгибается не 

только под действием конкретных сил от временной нагрузки в зависимости от 

граничных условий, но и от сил срединной плоскости, расположенной между 

слоями hв и hн или посредине каждого слоя. Это позволяет для плит средней 

толщины при пл пл

1

5
h b  учитывать деформации срединной плоскости, умень-
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шая погрешности в расчетах на величины 
2
пл
2
пл

h

b
 по сравнению с единицей. Для 

плиты прямолинейной с нормальными деформациями в срединной плоскости 

в процессе нагружения происходит процесс искривления (рис. 4, а, б) так, что 

деформации сдвига по толщине плиты изменяются по параболическому закону 

(квадратной параболы), и выражение для нормальных напряжений по высоте 

σz принимается равным: 

 
2

2
пл пл

1 3 4
2

i
z

P z z

h h

 
 = − +  

 

. (15) 

 

 
 

Рис. 4. Изгиб двухслойной плиты от сил в срединной плоскости: 

а, б – от действия поперечных сил; в, г – от действия сдвиговых сил 

Fig. 4. Bending of a two-layer slab due to median plane forces: 

a, b – transverse forces; c, d – shear forces 

1 

а 

б 
в 

г 
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Нормальные напряжения при интегрировании εz по z будут равны: 

 
2

ср сдв
1 2

z

z
 =  + 

−
, (16) 

где εср – перемещение в срединной плоскости в функции x, y, z; γсдв – некоторая 

функция сдвига. 

Для плит, обладающих жесткостью на изгиб nE J , влиянием сил, 

направленных перпендикулярно срединной плоскости, пренебрегаем [12]. Та-

ким образом, функция интенсивности деформации срединной плоскости будет 

иметь вид 

 ( )
ср

1 i
if

 
 =  − 

  

, (17) 

где 1
G

E
 = −  – параметр некоторого разупрочнения материала в плите. Тогда 

напряжения в плите с учетом напряжений и деформаций срединной плоскости 

запишутся в виде 

 0

ср

1 1 1i i

G
E

E

    
 = − − −          

, (18) 

где T
i

E




 = ; Е – секущий модуль деформации. 

При совместном действии поперечных и продольных сил в срединной 

плоскости в виде сдвига плоскостей необходимо иметь уравнение равновесия 

взаимосвязи от влияния поперечных нагрузок Pi на деформацию в срединной 

плоскости, которое рассматривается в нелинейной теории упругости. 

При составлении уравнения равновесия проекции напряжений σx на ось 

x, σy на ось y, σz на ось z, касательных с учетом уклона изогнутой срединной 

плоскости τxy на ось oz и oy, при пл

2

h
z = и плz h=  значения σx, σy, τxz будут соот-

ветственно равны: 

 

2
пл

2
пл

пл

;

;

3
,

2

x
x

y
y

x
xz

GM

h

GM

h

Q

h

 
 = 




 = 


 =


 (19) 

где 

пл

пл

2

2

;

h

x x z z

h

M d

−

 =     
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23
пл2 2

1 6 1 8
z

hz−
 = −

− −
; 

 

пл

пл

2

2

h

z
x yz z

h

d
Q d

dz
−


=  . 

Значения интенсивности сил, действующих в срединной плоскости Nx, 

Ny, Nz, соответственно равны, кг/м: 

 

пл пл пл

пл пл пл

2 2 2

2 2 2

;     ;     .

h h h

x xz y y xz xz

h h h

N dz N dy N dz

− − −

=  =  =     (20) 

Деформации асфальтобетонной плиты на упруго-податливом основании 

с учетом частичного отрыва плиты от основания, а также влияние её анизатроп-

ности и «паразитивности» в процессе эксплуатации определяются по формулам 

εx, εy, εz, γxy, γyz, γxz и представлены в таблице. 

 11 12 13 14 15 16x x y z xy yz zxa a a a a a =  +  +  +   +   +   ; 

 21 22 23 24 25 26y x y z xy yz zxa a a a a a =  +  +  +   +   +   ; 

 31 32 33 34 35 36z x y z xy yz zxa a a a a a =  +  +  +   +   +   ; 

 41 42 43 44 45 46xy x y z xy yz zxa a a a a a =  +  +  +   +   +   ; 

 51 52 53 54 55 56yz x y z xy yz zxa a a a a a =  +  +  +   +   +   ; 

 61 62 63 64 65 66xz x y z xy yz zxa a a a a a =  +  +  +   +   +   . 

 

Деформации, 

мм 

Напряжения, МПа 

σx σy σz σxy σyz σzx 

εx a11 a12 a13 a14 a15 a16 

εy a21 a22 a23 a24 a25 a26 

εz a31 a32 a33 a34 a35 a36 

γxy a41 a42 a43 a44 a45 a46 

γyz a51 a52 a53 a54 a55 a56 

γxz a61 a62 a63 a64 a65 a66 

 

При 12 21а а= , 13 31а а= , 14 41а а= , 15 51а а= , 16 61а а= , 

23 32а а= , 24 42а а= , 25 52а а= , 26 62а а= , 34 43а а= , 

35 53а а= , 36 63а а= , 45 54а а= , 46 64а а= , 56 65а а= , 

11 12 22 33 11

1
,  ,  .

Е Е
а а а а а


= = − = =  

Таким образом, учет деформирования срединной плоскости плиты поз-

воляет для анизотропных тел вести подсчет напряжений по формуле 
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 i iE =  , (21) 

где tgE =   – секущий модуль деформации 1-го рода. 

С учетом сдвига формула (21) принимает вид 

 
2

2
3

i iG =  , (22) 

где 
1

tg
3

G E =  =  – модуль деформации 2-го рода при сдвиге. 

Соотношение между деформациями и напряжениями в физическом за-

коне деформирования представим в виде 

 м in E E n+ = +   , (23) 

где м

дл

E

E
n =  – коэффициент вязкости; Едл – длительный модуль упругости, Едл ≈ Е; 

Ем – мгновенный модуль упругости, Ем ˃ Едл. 

Для упруго-вязко-пластического состояния материала асфальтобетонной 

плиты справедливо равенство 

 уп пл

1

3
d

E

 =  +  =  , (24) 

где Е – объемный модуль деформации, равен: 

 0,84
3(1 2 )

Е
E

− 
;     

3

x y z + + 
 = . 

Приращение неупругих деформаций и напряжений с удалением от места 

приложения нагрузки для плиты, в том числе и срединной плоскости, удобно 

определить с использованием так называемой «поверхности неупругой жест-

кости», представляющей собой геометрию всех мест приращения деформаций 

и напряжений id  и id , пропорциональных касательному пластическому мо-

дулю неупругих деформаций Gпл и касательному модулю неупругих напряже-

ний Е*, симметричных между собой в стадии приращения неупругих деформа-

ций из равенства 

 
пл пл пл

*
пл пл

2 ;   ;
2

3 .

i

i

Е
d G d G

d E d E d


  =   = 


 =   =   

 (25) 

Введем коэффициент β, характеризующий пластические свойства ас-

фальтобетона, равный 2. Тогда неупругие деформации начнут проявляться 

и развиваться при нагрузке Р, равной 

 

пл
пл

( )

2

i T
T

A
P P

А
f h

J

 
= =

 

, (26) 

где hпл – высота расчетного слоя плиты; А – площадь поперечного сечения 

плиты; f  – прогиб плиты от PТ; Jпл – момент инерции сечения плиты. 
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Используя метод упругих решений А.А. Ильюшина, теории малых упру-

гопластических деформаций и диаграмм «σi – εi» Прандтля, для состояния εср 

запишем условие 

 

( )пл
0 0

пл

пл

пл

2
;

,

i i

xy xy

G

G


 −  =  −   


  = 

 

 (27) 

где ψпл – функция пластичности на поверхности «неупругой жесткости» плиты, 

равная 

 
( )

*
пл

пл

3
1 ;

2 1i

E  
 = +

 +
 

где 
*

пл,  ,  ;
2

1 1i i

T T

E G E
E G G= = =

 
+ +
 

 

μ – коэффициент Пуассона; σi = σT, εпл = 0,011. 

Значения интенсивности пластических деформаций, по данным 

А.И. Биргера, приняты в виде 

 

( )

( )

пл пл

пл пл
пл

1
2 1 ;

3

1 ,

1

i

i

Т

E

E

+  
 =   −   

  


 =  −  −      
+ 

 

 (28) 

если 1 = , то 
*E E= . 

График зависимости E* в функции нагрузки Р изображен на рис. 5. 
 

 

Рис. 5. Зависимость модуля E* от нагрузки: 

1 – по теории пластичности; 2 – с учетом упрочне-

ния; 3 – с учетом анизотропии 

Fig. 5. Dependence of elastic modulus on load: 

1 – according to plasticity theory; 2 – accounting for 

hardening; 3 – accounting for anisotropy 

 

Для асфальтобетонной плиты прямоугольной формы с размерами: а – ши-

рина плиты, b – длина – предельная нагрузка, отвечающая предельным значе-

ниям пластической деформации εпл = 0,011, будет определяться по формуле [13]: 

 пр 4 1,112 4T T

a b
P M M

b a

 
= + =   

 
, (29) 

где пл

4
T T

h
M =  . 

1 
2 

3 
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Пример: рассмотрим изгиб прямоугольной асфальтобетонной плиты 

средней толщины hпл = h1 + h2 = 0,08 + 0,04 = 0,12 м, у которой два противопо-

ложных края свободно оперты, а два других – условно-упруго защемлены – 

пример Э. Рейснера (рис. 6). 

 

 
 
Рис. 6. Расчетная схема плиты конечной длины: 

b – ширина плиты; lp – расчетная длина плиты 

Fig. 6. Design scheme of finite length slab: 

b – slab width; lp – calculated slab length 

 

Изгибная жесткость асфальтобетонной плиты равна 
3

пл 2

12(1 )
,u

E h
EJ

− 
=   

 = 0,5. Временную автомобильную нагрузку, действующую на плиту, приво-

дим к равномерно распределенной полосой вр 5,0g =  т/м. 

Функция прогиба y (x, y) и функция сдвига γсдв (x, y) имеют вид 

 
2

врпл

1

8 3 ( )
( , ) ( )sin ;

1 40 2
i

nn

ghk y y l y
y x y X x

l EJ



=

 −  −
= +

−
  

 сдв сдв

1

( , ) ( )sin ,
k

k x
x y x

l



=

  
 =   

где 

4
вр

5 5
пл

4
( )i

g l
X x

k EJ


=

 
. 

Граничные условия: 

– для свободного края: y = 0, y = l, 
2

2
0

d y

dy
f = = , 
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 сдв 0, =  

222
сдвпл

2 2

8 3

1 40

dhd y

dy dy

− 
= −

−
; 

 0,xM =  0,x
x

dM
Q

dx
= =  0,f =  сдв 0 = ; 

– для условно-упругого защемления: при x = const прогиб f = 0, функция 

сдвига γсдв = 0, т. е. 

 
2

сдвпл8
0

1 40

dhdy

dx dx

+ 
+ =

−
; 

 

пл

пл

2

2

h

x x z z

h

M d

−

=    ;    

пл

пл

2

2

( )

h

x yz z

h

d z
Q d

dz
−


=  . 

Выводы 

Совершенствование расчета асфальтобетонной плиты покрытия проез-

жей части на упруго-податливом полупространстве включает уточнения при 

решении контактной задачи Буссинеска – Фламана, кроме того, уточняются па-

раметры напряженно-деформированного состояния конструкции «плита – 

упругие связи – упруго-податливое полупространство» на основе постулата 

Друкера от совместного действия поперечных и продольных сил. 
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