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Рассмотрены вопросы изменения динамических характеристик пролетных строений 
сталежелезобетонных мостов с учетом дефектов проезжей части. На основе реальных 
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DETERMINATION OF DYNAMIC PROPERTIES  
OF COMPOSITE BRIDGES WITH PAVEMENT DEFECTS 
USING RESONANCE METHODS 

The article discusses the changes in the dynamic properties of composite bridge spans hav-
ing pavement defects. The design diagrams allow identifying basic dynamic properties of 
bridge spans in resonance conditions. The mathematical dependences obtained as a result of 
the analysis of parametric and combination resonances, provide the  formation of conditions 
for the automated control for the dynamic properties of bridge spans. 
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Изучение взаимодействия динамической подвижной нагрузки с пролетным 
строением мостов и определение динамических характеристик в системе «авто-
мобиль + пролетное строение» представляют сложную и особо актуальную зада-
чу. Связано это, прежде всего, с большим спектром факторов и условий, такими 
как модернизированная модель взаимодействия временной динамической по-
движной нагрузки с пролетным строением с учетом дефектов в виде выбоин на 
проезжей части (рисунок), квазигармоничность нагружения пролетных строений 
временной нагрузкой, взаимосвязью между квазистатическим режимом работы 
сооружения и его напряженно-деформированным состоянием. 

 

 

 
 

Виды подрессоренных нагрузок (а) и их взаимодействие с дефектами проезжей части (б) 
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Параметры, влияющие на оценку колебательного процесса пролетных 
строений мостов с учетом дефектов, подробно изложены в работе [6]. 

Многолетняя эксплуатация и техническая диагностика мостовых сооруже-
ний свидетельствуют о том, что в формировании предельного состояния кон-
струкции от динамического воздействия особую роль отводят показателям Мg, 

крV , ζ, 


, где Мg – дополнительный динамический изгибающий момент от воз-

действия временной нагрузки с учетом сил инерции и диссипации в условиях 
взаимодействия колеса автомобиля с дефектом на проезжей части (в частности, 
выбоины); Vкр – критическая скорость, при которой эксплуатационная проч-
ность сооружения в рамках управляемых пластических деформаций пл  =  

= 0,0016–0,0020 приближается к предельной; ζ – параметр диссипации; 


 – от-

ношение вынужденной (круговой) частоты к частоте собственных колебаний. 
Данное обстоятельство указывает на необходимость рассмотрения из-

менений в определении динамических характеристик металлических и желе-
зобетонных мостов [1], что подтверждается исследованиями Н.И. Новожило-
вой и В.А. Быстрова [2]. В связи с этим в условиях эксплуатации мостовых 
сооружений тяжелой и сверхтяжелой нагрузкой вопрос их динамического 
воздействия на пролетное строение, усугубляемого влиянием дефектов в виде 
выбоин на проезжей части, приобретает особую актуальность. Инерционные 
силы системы «автомобиль + пролетное строение» от воздействия дефектов 
в виде выбоин на проезжей части значительно изменяют напряженно-
деформированное состояние несущих балок пролетных строений моста. 

Дифференциальное уравнение вертикальных колебаний пролетных 
строений автодорожных мостов, рассматриваемое с учетом дефектов проез-
жей части, можно представить по аналогии с исследованиями, отраженными 
в работах [3–6] в виде 
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фекта проезжей части; Ri – параметр динамического воздействия; 0
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 – 

погонная масса балки; zEI  – изгибная жесткость балки; 0  – коэффициент дис-
сипации колебательного процесса; t – время движения временной нагрузки по 
пролетному строению; t1, t2 – время въезда и выезда с выбоины; f (V, t) – функ-
ция скорости движения транспорта и временная функция. Представленный де-
фект проезжей части (например, в виде выбоины) (рисунок) параметр ),( txy  
достаточно точно характеризуется выражением [6] 

 
 1 22
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b

b
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   
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 
 при V = const, (2) 

где bh  – глубина выбоины; b  – длина выбоины. 
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При часто расположенных по длине пролета выбоинах необходимо вво-
дить коэффициент приведения для неровностей. 

При  0 1i
i gP P   , где 0

iP  – величина нормативной временной нагруз-
ки, уравнение (1) приобретает вид 
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где h – высота стальной части балки. 
Однако, как видно из формул (1) и (3), важным фактором в оценке из-

менения динамических характеристик системы «автомобиль + пролетное 
строение» является скорость, которая в первом случае  V V t , в другом 
случае решение уравнения (3) существует при constV  . 

Данное обстоятельство подтверждается результатом исследований 
А.Г. Барченкова, В.С. Сафронова и другими, анализирующими эффект въезда 
в выбоину на проезжей части одного из колес транспортного средства [5]. Бы-
ло выявлено также, что и коэффициент затухания колебаний является функ-
цией скорости во времени в рамках определенной гармоники колебаний. 
Например, при 40V км/ч и первой гармонике колебаний коэффициент за-
тухания колебаний 0,34,   а частота колебаний системы находится в преде-
лах  = 15–16 с–1. 

Анализ структурного содержания и критериев, заложенных в определение 
динамического коэффициента  1 g  , показывает значительное влияние пара-
метра скорости, который в условиях резонансного или близкого к резонансному 
состоянию значительно влияет на изменение динамических характеристик 
и напряженно-деформированное состояние сталежелезобетонных мостов. 

При гармонических колебаниях системы «автомобиль + пролетное 
строение» рассмотрим три случая: 

– отсутствие резонансного состояния; 
– состояние параметрического резонанса; 
– комбинационный резонанс. 
В первом случае частота колебаний системы определится из выражения 

 кр0 V
L

   , (5) 

где 
 

0
в

кр
в2

L

L
V 

 
 


; L – длина пролета моста; в – расстояние между выбои-

нами на проезжей части; 0 – частота вынужденных колебаний системы. 
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Из формулы (5) практически не удается установить частотный и ампли-
тудный характеры колебаний и деформирования системы «автомобиль + про-
летное строение», в котором скорость крV V . Однако имеются сведения [5], 
что частота, вычисленная по формуле (5), соответствует деформированному 
состоянию балки, у которой maxiy f . Тогда частота вынужденных колебаний 
системы определяется из выражения 
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

, (6) 

где 1m  ; 
1

0,82


   ; m – погонный вес сталежелезобетонной балки моста; 

– удельная плотность материала балок; 0k – коэффициент динамической 
жесткости системы. 

Таким образом, в случае гармонических колебаний какой-либо корре-
ляционной зависимости между динамическими характеристиками системы, 
например, 0 , A , T , и крV , установить практически не удается, за исключе-
нием мостов с малыми пролетами, где а  – без автомобиля L ; T – период 
гармонических колебаний. 

Противоречивость данных обстоятельств изложена и подтверждена 
в работе [6]. В случае, когда а L , т. е. для временной подвижной нагрузки 
намного меньшей длины пролета (случай больших и средних пролетов), фор-
мулы А.В. Болотина для крV  представляются в виде 
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где 0
i – частота i -й функции колебаний системы; M – масса временной по-

движной нагрузки; iK – коэффициент предельного состояния динамической 
работы системы, характеризующий вид резонанса. 

Для определения iK  рассмотрим два вида резонанса: параметрический 
и комбинационный. 

Для параметрического резонанса рассматриваются следующие сочетания: 
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П 2

1

,
,
,

iK K

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 (8) 

где ПK  – коэффициент предельного состояния динамической работы системы 
при параметрическом резонансе;   – частота собственных колебаний авто-
мобиля;  – частота вынужденных колебаний автомобиля; 1 – частота соб-
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ственных колебаний сталежелезобетонной балки; 2 – частота вынужденных 
колебаний сталежелезобетонной балки. 

В этом случае критическая скорость движения транспорта, соответ-
ствующая состоянию параметрического резонанса, составит 
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s stbE I KLV
M L M
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, (9) 

где s stbE I – жесткость сталежелезобетонной балки; 0M – параметр движения 
мультипликаторов [7]. 

Критическая скорость П
крV  соответствует частотной характеристике вы-

нужденных колебаний системы, равной 

 0 2
П 4

EIK
mL

   . (10) 

В случае комбинационного резонансного состояния и сочетания (8) 
формулы (9) и (10) будут иметь вид 
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где 
2

K П 1
1K K   

 

 
   

 
 – коэффициент предельного состояния динамической 

работы системы при комбинационном резонансе;  – коэффициент диссипа-
ции энергии колебаний, принимаемый из [6]. 

Таким образом, используя равенства (8) и формулы (9) – (11), можно ме-
тодом подбора определить критические параметры динамического процесса, 
происходящего в сталежелезобетонных балках мостов, и оценить их критиче-
ские характеристики с учетом необходимости автоматического регулирования. 

Однако ретроспективным анализом формирования и продвижения резо-
нансных состояний в определении и изменении динамических характеристик 
мостовых балок на основе выражений (6), (7), (10) создаются достаточные 
условия альтернативного или затухающего резонансного состояния динами-
ческого процесса системы «автомобиль + пролетное строение», когда частот-
ные и амплитудные характеристики изменяются не в зависимости от форм 
колебаний, а по законам изменения масс с учетом их нагруженности. 

Достаточно убедительное обоснование данному обстоятельству отражено 
в классическом определении частоты колебаний методами Рэлея и Ритца: 
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где m – погонная масса системы, равная 
g

P ; g = 9,81 м/с2; ia – коэффици-

ент, зависящий от статической схемы сооружения: ia  = 3,14–3,9 – для одно-
пролетных балок; ia  = 3,14–3,39 – для многопролетных балок; EI – жесткость 
системы, складывающаяся из жесткости подвесок автомобиля и жесткости 
балки пролетного строения. 

Известно, что в резонансных режимах трудно найти максимальную ча-
стоту  max , тем более с учетом диссипации или затухания [8]. 

Доступным и достаточным методом определения частотных и ампли-
тудных характеристик в формуле (12) является способ, построенный на зави-
симости между частотой колебаний и жесткостями в системе [9]. Тогда часто-
ту вынужденных колебаний автомобиля в системе в общем виде с учетом па-
раметра затухания запишем в виде 

 g

g

k
m

  . (13) 

Аналогично частота собственных колебаний балок пролетного строения 
в системе будет 
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m  ; врP – вес временной подвижной нагрузки; gk – коэф-

фициент, характеризующий динамическую жесткость балок. 
Характеризуя резонанс соотношением 12 / 3  , определим коэффи-

циент диссипации системы в режиме затухания: 
– для вынужденных колебаний автомобиля 
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– для вынужденных колебаний системы 
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При 0,27   вынужденные колебания автомобиля   соответствуют 
жесткости gk , равной 

 0,4g s stbk E I   . (17) 

В свою очередь, частота   соответствует частоте собственных колеба-
ний 1 , равной 

 
 кр вр

1
в

1,5 2V L P
L

 
 


. (18) 



 Применение резонансных методов 133 

Таким образом, в состоянии затухающего резонанса критическая ско-
рость автотранспорта будет равна 

 
 

1 в
кр

в1,5 2
LV
L




 



. (19) 

Для определения   нами получена следующая зависимость: 

 вр ст
2
ст

(0,20 2) Д
0,20

P y
y

 
  , (20) 

где  2
вр ст ст вр стД 0,041 0,81 1,22 4P y y P y     ; стy – предельный статический 

прогиб сталежелезобетонной балки. 
После соответствующих преобразований формула (20) приобретает вид 

 ст вр0,102 0,20 2 Д
0,204

y P  
 . (21) 

Используя состояние затухающего резонанса, имеем возможность полу-
чить непосредственно значения амплитудно-частотных характеристик работы 
пролетного строения в системе «автомобиль + пролетное строение» при воз-
можной критической скорости движения транспорта с учетом дефектов на 
проезжей части. Это способствует внедрению процесса автоматического ре-
гулирования динамических характеристик во время длительной эксплуатации. 
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