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НЕКОТОРЫЕ ОСОБЕННОСТИ ДЕФОРМИРОВАНИЯ  
НЕЛИНЕЙНОГО РАЗНОСОПРОТИВЛЯЮЩЕГОСЯ 
МАТЕРИАЛА ОДНОПРОЛЁТНЫХ БАЛОК 

Рассмотрена задача определения напряжённо-деформированного состояния однопро-
лётных балок, выполненных из нелинейного материала с различными законами деформи-
рования при растяжении и сжатии. Предлагается численный метод решения поставленной 
задачи, основанный на линеаризации разрешающей системы уравнении. На основе данно-
го алгоритма выполнена серия расчётов, результаты которых свидетельствуют об опреде-
лённых особенностях деформирования материала, не подчиняющегося классическому за-
кону Гука. Показано, что учёт физической нелинейности и разносопротивляемости мате-
риала приводит к существенному изменению всех характеристик напряжённо-
деформированного состояния конструкции по сравнению с линейным расчётом. В приве-
дённых в статье расчётах максимальная разница по предельной нагрузке составила 23,4 %, 
по углам поворота и прогибам соответственно 14,83 и 15,9 %. Это, в свою очередь, указы-
вает на необходимость учёта свойств нелинейности и разносопротивляемости материала 
в расчёте конструкций. 

Ключевые слова: нелинейные законы деформирования; брусья; деревянные 
конструкции; численные методы решения; предельные деформации; пределы 
прочности. 

 
YURII V. NEMIROVSKII, DSc, Professor, 
nemirov@itam.nsc.ru 
ARTEM I. BOLTAEV, Research Assistant, 
boltaev_artem@mail.ru 
Khristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics SB RAS, 
4/1, Institutskaya Str., 630090, Novosibirsk, Russia 

STRENGTH PROPERTIES OF NONLINEAR MATERIAL  
OF SINGLE BEAMS 

The paper presents the investigations of stress-strain state of beams made of nonlinear materi-
al subjected to tensile and compressive deformations. The suggested numerical method is based 
on linearization of the system of equations. Based on this method, a series of numerical experi-
ments is carried out, the results of which show that the deformation properties of the material do 
not follow the classical Hooke's law. Thus, the physical nonlinearity and different resistance of 
the material lead to a substantial change in the structural tensile deformation when compared to 
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linear calculations. The maximum difference in the load limit is 23,4 %, while in the rotation an-
gles and deflections, its is respectively 14,83 and 15,9 %. This, non-linear properties and different 
resistance of the material should be taken into account in this structural analysis. 

Keywords: nonlinear deformation; bars; wooden structures; numerical methods; 
limit deformation; limit strength. 

Введение 
Как известно, древесина относится к материалам, не подчиняющимся 

классическому закону Гука. Опираясь на  диаграммы (σ – ε) испытания раз-
личных пород деревьев  при продольном растяжении и сжатии [1–4, 12], мож-
но выделить следующие характерные особенности деформирования древеси-
ны: при растяжении диаграмма деформирования вплоть до начала разрушения 
является слабо искривлённой, а при сжатии её форма значительно искривлена. 

Учёт физической нелинейности материала с использованием различ-
ных законов деформирования для стержневых конструкций представлен 
в работах [5, 6]. Однако в них не рассматривается случай изгиба с одновре-
менным растяжением (сжатием), что значительно сужает область примени-
мости данных методик. 

Для деревянных конструкций одним из способов учёта физической нели-
нейности является метод предельного равновесия, описанный в работах [7, 8]. 
Наряду со своей относительной простотой он имеет ряд недостатков, главным 
из которых является то, что свойство разносопротивляемости и физической не-
линейности древесины учитывается только при определении напряжённо-
деформированного состояния (НДС) определённого сечения, находящегося 
в предельном состоянии. Перемещения, углы поворота, а также распределение 
усилий в статически неопределимых конструкциях вычисляются с использова-
нием классического закона Гука. 

Другой подход связан с использованием метода конечных элементов 
(МКЭ). В работах [9, 10] на основе МКЭ исследуется напряжённо-деформи-
рованное состояние деревянных конструкций с учётом физической, конструк-
тивной и геометрической нелинейности. В работе [11] МКЭ применяется так-
же для расчёта деревянных сетчатых куполов. 

Некоторые краткие положения по учёту физической нелинейности цен-
трально-сжатых (растянутых) стержней из древесины даны в работе [12]. 

В работе [16] даны общие положения по расчёту физически нелинейных 
разносопротивляющихся стержневых конструкций. На основе этого в работе 
[13] разработана общая математическая модель деформирования деревянных 
стропильных покрытий зданий, которая учитывает нелинейные законы дефор-
мирования и свойство существенной разносопротивляемости дерева растяже-
нию и сжатию. Стропильное покрытие составлено из прямолинейных стерж-
ней, испытывающих поперечный изгиб с растяжением (сжатием). В этой же 
работе для определения напряжённо-деформированного состояния стропиль-
ных конструкций получена общая система нелинейных уравнений (3.3) и (3.10) 
соответственно для квадратичного и кубического законов деформирования. 
Данные системы уравнений учитывают совместное действие моментов и про-
дольных сил, что значительно увеличивает их сферу применения по сравнению 
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с [5, 6]. Далее, в работе [14] был предложен численный метод решения системы 
(3.3) из [13] и приведены результаты расчёта, свидетельствующие об опреде-
лённых особенностях деформирования деревянных конструкций и необходи-
мости учёта нелинейности и разносопротивляемости материала в расчёте. Было 
показано, что как кривизна стержня ℵ, так и продольная деформация в центре 
тяжести сечения ε଴ являются нелинейными функциями одновременно момента 
M и продольной силы N, в то время как в физически линейной теории изгиба 
балок ℵ линейно зависит только от M, а ε଴ только от N. 

В настоящей статье показаны дополнительные эффекты, возникающие 
при работе нелинейного разносопротивляющегося материала, а именно – учёт 
физической нелинейности и разносопротивляемости материала приводит 
к существенному изменению всех характеристик напряжённо-деформированно-
го состояния конструкции по сравнению с линейным расчётом. Также приведён 
численный метод решения системы нелинейных уравнений (3.10) из [13]. 

Расчётные схемы балок 

Рассмотрим четыре варианта однопролётных балок (рис. 1–4), отлича-
ющихся как условиями закрепления, так и видом действующей нагрузки. Для 
каждой балки введена локальная система координат bζη с продольной осью, 
проходящей через центр тяжести сечения, и с началом координат в крайней 
левой точке соответствующей балки. 

 

 
 

Рис. 1. Расчётная схема балки № 1 
 

 
 

Рис. 2. Расчётная схема балки № 2 
 
Значения параметров, определяющих геометрию расчётных схем балок, 

приведены в табл. 1. Форма поперечного сечения балок постоянна по длине 
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и в общем случае может быть произвольной при условии сохранения симмет-
рии относительно оси η. Для расчёта примем два различных вида сечений. 
Сечение № 1 в виде равнобедренной трапеции (рис. 5, а), а также сечение № 2 
(рис. 5, б), образованное путём срезки верхнего и нижнего сегмента у круга. 

 

 
 

Рис. 3. Расчётная схема балки № 3 
 

 
 

Рис. 4. Расчётная схема балки № 4 
 

Таблица 1 
Значения параметров, определяющих геометрию балок 

№  балки l, cм a1, см b1, см c1, см 
1 200 80 50 70 
2 200 80 120 – 
3 200 – – – 
4 200 80 120 – 

 

 
 
Рис. 5. Различные виды сечений: 

а – сечение № 1; б – сечение № 2 

а б 
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Алгоритм решения для кубического закона деформирования 
В работе [13], в процессе решения задачи об определении напряжённо-

деформированного состояния стропильной конструкции, получена общая си-
стема нелинейных уравнений (3.10) для кубического закона деформирования 
древесины. Поиск решения в аналитическом виде представляет собой доста-
точно трудную задачу, поэтому, создавая алгоритм вычисления для конкрет-
ных задач, будем использовать численный метод пошагового интегрирования. 

Так как связь между напряжениями и деформациями представлена не-
линейной зависимостью, то для решения поставленной задачи необходимо 
задать не только величину действующей нагрузки, но и историю её приложе-
ния. В нашем случае считаем, что нагрузки на каждую из балок прикладыва-
ются одновременно. 

Пошаговое приложение нагрузки позволяет представить основные не-
известные ݖ଴ (расстояние от центра тяжести до нейтральной оси) и ℵ (кривиз-
на) с учётом линеаризации в виде 
଴(௞ାଵ)ݖ 

௡ ≈ ଴(௞)ݖ
௡ିଵ(ݖ଴(௞) + ݊ ∙  ,(଴(௞ାଵ)ݖ݀

 ℵ(௞ାଵ)
௡ ≈ ℵ(௞)

௡ିଵ൫ℵ(௞) + ݊ ∙ ݀ℵ(௞ାଵ)൯, (1) 
где k – номер шага загружения; ݖ଴(௞ାଵ) и ℵ(௞ାଵ) – значения неизвестных на 
k + 1 шаге; ݖ଴(௞) и ℵ(௞) – значения неизвестных на k шаге; ݀ݖ଴(௞ାଵ) и ݀ℵ(௞ାଵ) – 
приращения неизвестных на k + 1 шаге загружения. 

Линеаризация основных неизвестных накладывает определённые огра-
ничения на приращения ݀ݖ଴(௞ାଵ) и ݀ℵ(௞ାଵ), а именно: чем они меньше, тем 
точнее получается решение. Уменьшения погрешности можно добиться, уве-
личив число ступеней приложения нагрузки. Количество таких ступеней под-
бирается экспериментально, путём проверки решения одной и той же задачи 
с разной величиной дробления амплитуды нагрузки на ступени. 

Перепишем систему (3.10) из [13] для k + 1 шага загружения, подстав-
ляя в неё выражения (1): 
 	∑ ℵ(௞)

௡ିଵ൫ℵ(௞) + ݊ ∙ ݀ℵ(௞ାଵ)൯ܤ௡݌௡(ݖ଴) = ܰଷ
௡ୀଵ , 

 ∑ ℵ(௞)
௡ିଵ൫ℵ(௞) + ݊ ∙ ݀ℵ(௞ାଵ)൯ܤ௡݌௡ᇱ (଴ݖ) = ଷܯ

௡ୀଵ . (2) 
(଴ݖ)௡݌  = ∑ ଴(௞)ݖ

௝ିଵ൫ݖ଴(௞) + ݆ ∙ ௡ܥ଴(௞ାଵ)൯(−1)௝ݖ݀
௝݀௡ି௝௡

௝ୀ଴ = ௡ܣ + ௡ܥ଴(௞ାଵ)ݖ݀ , 
௡ᇱ݌  (଴ݖ) = ∑ ଴(௞)ݖ

௝ିଵ ଴(௞)ݖ) + ݆ ∙ ௡ܥ଴(௞ାଵ))(−1)௝ݖ݀
௝݀௡ି௝ାଵ௡

௝ୀ଴ =  
 = ௡ᇱܣ + ௡ᇱܥ଴(௞ାଵ)ݖ݀  (3) 
௡ܣ  = ∑ ଴(௞)ݖ

௝ (−1)௝ܥ௡
௝݀௡ି௝௡

௝ୀ଴ ௡ܥ			, = ∑ ଴(௞)ݖ
௝ିଵ ∙ ݆(−1)௝ܥ௡

௝݀௡ି௝௡
௝ୀ଴ , 

௡ᇱܣ  = ∑ ଴(௞)ݖ
௝ (−1)௝ܥ௡

௝݀௡ି௝ାଵ௡
௝ୀ଴ ௡ᇱܥ			, = ∑ ଴(௞)ݖ

௝ିଵ ∙ ݆(−1)௝ܥ௡
௝݀௡ି௝ାଵ௡

௝ୀ଴ . (4) 

Здесь ܥ௡
௝  – биномиальные коэффициенты [15]; ܤ௡ – коэффициенты аппрокси-

мации диаграмм деформирования (приведены в табл. 2 из [13]); N и M – про-
дольная сила и изгибающий момент в балке. 

Из системы (2) исключаем неизвестную ݀ℵ(௞ାଵ) и после упрощения при-
ходим к квадратному уравнению (5) относительно ݀ݖ଴(௞ାଵ) с параметрическими 
коэффициентами (6) – (7), зависящими от предыдущего итерационного шага. 



100 Ю.В. Немировский, А.И. Болтаев  

଴(௞ାଵ)ݖଵ݀ܭ	 
ଶ ଴(௞ାଵ)ݖଶ݀ܭ+ ଷܭ	+ = 0. (5) 

ଵܭ  = ܵଶܵଷ − ଵܵܵସ, 
ଶܭ  = ܵସ൫ (ܰ௞ାଵ) − ଵܸ൯ + ܵଷ൫ ଶܸ ൯(௞ାଵ)ܯ− − ଵܵ ସܸ + ܵଶ ଷܸ, (6) 
ଷܭ  = ସܸ൫ (ܰ௞ାଵ) − ଵܸ൯ + ଷܸ൫ ଶܸ  .൯(௞ାଵ)ܯ−
 ଵܸ = ∑ ℵ(௞)

௡ ,ଷ	௡ܣ௡ܤ
௡ୀଵ 		 ଶܸ = ∑ ℵ(௞)

௡ ௡ᇱଷܣ௡ܤ
௡ୀଵ , 

 ଷܸ = ∑ ݊ℵ(௞)
௡ିଵܤ௡ܣ௡	,ଷ

௡ୀଵ 		 ସܸ = ∑ ݊ℵ(௞)
௡ିଵܤ௡ܣ௡ᇱଷ

௡ୀଵ , 
 ଵܵ = ∑ ℵ(௞)

௡ ,ଷ	௡ܥ௡ܤ
௡ୀଵ 		ܵଶ = ∑ ℵ(௞)

௡ ௡ᇱଷܥ௡ܤ
௡ୀଵ , 

 ܵଷ = ∑ ݊ℵ(௞)
௡ିଵܤ௡ܥ௡ 	,ଷ

௡ୀଵ 		ܵସ = ∑ ݊ℵ(௞)
௡ିଵܤ௡ܥ௡ᇱଷ

௡ୀଵ . 

(7) 

ℵ(௞ୀ଴) =
ெ(ೖసబ)

஻భூ
, 	ε଴(௞ୀ଴) =

ே(ೖసబ)
஻భ஺

, 

଴(௞ୀ଴)ݖ = −
கబ(ೖసబ)
ℵ(ೖసబ)

. 
(8) 

Для итерационного решения уравнения (5) необходимо задаться 
начальными значениями ℵ(௞ୀ଴) и ݖ଴(௞ୀ଴). Их можно получить из формул ли-
нейного изгиба (8), приняв в качестве нагрузки, действующей на балку, опре-
делённую долю от её расчётного значения. Главным критерием при выборе 
первоначальной нагрузки является её малая величина. Это позволяет кон-
струкции находиться в линейной области деформирования. 

Решение уравнения (5) получим в следующем виде: 

଴(௞ାଵ)ݖ݀  =
ି௄మ±ට௄మమିସ௄య௄భ

ଶ௄భ
. (9) 

Исходя из физического смысла решения при M > 0 (M < 0) в уравнении 
(9) сохраняем знак минус (плюс). После вычисления ݀ݖ଴(௞ାଵ) определяем 
݀ℵ(௞ାଵ) по оставшемуся уравнению системы (2) – формула (10). Вычислив 
приращения неизвестных, находим ݖ଴(௞ାଵ) и ℵ(௞ାଵ) по (1). Пройдя все шаги 
итерационного процесса и определив окончательные значения ݖ଴ и ℵ, опреде-
лим ε଴ =  .଴ℵݖ−

 ݀ℵ(௞ାଵ) =
ெ(ೖశభ)ି൫௏మାௗ௭బ(ೖశభ)ௌమ൯

௏రାௗ௭బ(ೖశభ)ௌర
. (10) 

В сечениях балок, которые находятся в безизгибном состоянии растя-
жения (сжатия), ℵ = 0, а ε଴ (продольная деформация на уровне начала коор-
динат bζη) определяется по известным формулам [15] из решения кубическо-
го уравнения: 
 σ = ୒

஺
= ଵεܤ + ଶεଶܤ  ଷεଷ. (11)ܤ+

Так как балка № 4 статически неопределима, то уравнений равновесия 
недостаточно для определения её напряжённо-деформированного состояния. 
Поэтому в начале решения необходимо задаться произвольным значением 
неизвестного (например, из решения эквивалентной упругой задачи), в каче-
стве которого выбрано значение момента на левой опоре ܯ஺. Условием же 
нахождения его действительного значения будет равенство нулю прогиба на 
правой опоре балки: 
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(݈)ݓ  = ଴ݓ +φ଴݈ − ∫ ቀ∫ ℵ(ݔ)௟
଴ ቁݔ݀ ݔ݀ < 	݁௟

଴ , (12) 
где e – величина заданной невязки. Если условие (12) выполняется, то процесс 
решения считается законченным, иначе изменяем значение неизвестного уси-
лия ܯ஺ и производим перерасчёт. 

В качестве критерия начала разрушения конструкции будем использо-
вать условие превышения максимальных продольных деформаций стержней 
ε±(୫ୟ୶) над их предельными значениями ε∗±, которые  даны в табл. 2. из [13]: 
 หε±(୫ୟ୶)ห > หε∗±ห. (13) 

Примеры расчёта балок 
Расчёт № 1. В ходе расчёта будем загружать каждую из балок (рис. 1–4) 

до наступления начального разрушения по условию (13). Все балки будут рас-
считаны с первым и вторым видами поперечного сечения. Оба вида сечения 
задаются таким образом, чтобы, во-первых, площадь их была одинаковой. 
Следовательно, объём и стоимость затраченного материала на каждую из ба-
лок также будут одинаковыми. Вес и стоимость расходуемых на i-ю балку 
материалов определяются по формулам: 
௜ܤ  = ݈௜ܣ௜ߛ௜ , ௜ܥ = ݈௜ܣ௜ߛ௜ܿ௜, (14) 
где ܣ௜ , ௜ߛ , ܿ௜ – соответственно площадь поперечного сечения, удельный вес 
и стоимость материала i-й балки. 

Во-вторых, оба сечения будут иметь одинаковый момент инерции ܫ௕ от-
носительно горизонтальной оси, проходящей через центр тяжести сечения.  
В-третьих, минимальный момент сопротивления ௕ܹ также будет одинаковым 
у обоих сечений. Благодаря второму условию при расчёте с использованием 
классического закона Гука (ܤଶ = ଷܤ = 0), замена одного сечения на другое 
не приведет к изменению прогибов и углов поворота балок, а третье условие 
обеспечит равенство максимальной нагрузки, которую несёт каждая из балок. 
Эти три условия принципиально могут быть осуществлены, т. к. каждое из 
сечений имеет три независимых параметра, характеризующих его форму. 
И, следовательно, задавая размеры одного поперечного сечения, можно соста-
вить три уравнения для определения размеров второго поперечного сечения. 
Составим эти уравнения. Так как одним из них является равенство моментов 
инерции, то для равенства минимальных моментов сопротивления  достаточ-
но, чтобы ݕ୫ୟ୶ଵ = ,୫ୟ୶ଵݕ ୫ୟ୶ଶ. Здесьݕ  ୫ୟ୶ଶ – максимальные расстояния отݕ
центра тяжести до фибрового волокна сечений № 1 и № 2 соответственно. Для 
определённости принимаем ܽ < ܾ, тогда ߙଵ > ଶ и ℎߙ > ℎ′ (рис. 5). При этом 
искомые уравнения примут вид: 

ܪ݇ − ଵ
ଶ
(ℎଶ − ℎ′ଶ)݂ = ܴଶ[(αଵ + αଶ) + sin(αଵ + αଶ) cos(αଵ − αଶ)], 

1
3
(ℎଷ + ℎ′ଷ)݇ −

1
4
(ℎସ − ℎ′ସ)݂ = 

= ଵ
ସ
ܴସ ቂαଵ + αଶ −

ଵ
ଶ
sin 2(αଵ + αଶ) cos2(αଵ − αଶ)ቃ, 

ℎ = ܴsinαଵ −
ଶ
ଷ
ܴ ୡ୭ୱ ஑మయିୡ୭ୱ஑భయ

(஑భା஑మ)ାୱ୧୬(஑భା஑మ) ୡ୭ୱ(஑భି஑మ)
. 

(15) 
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Левые части уравнений (15) выписаны для сечения № 1, а правые для 
сечения № 2. Величины k, f, h и h определяются по формулам (1.3) из [13]. 
Задав параметры сечения № 2, решаем систему нелинейных уравнений (15) 
методом Ньютона и тем самым находим размеры сечения № 1, удовлетворя-
ющие поставленным выше условиям. 

Заданные таким образом размеры сечений позволят выяснить разницу 
между работой нелинейного разносопротивляющегося материала и материала, 
подчиняющегося классическому закону Гука. 

Для расчёта принимаем тридцать шагов нагружения и величину задан-
ной невязки e = 10ିଷ, см. формулу (12). Все балки изготовлены из сосны. Раз-
меры поперечных сечений даны в табл. 2. 

Таблица 2 
Геометрические характеристики сечений 

№ сечения 1 2 
а, cм 5,06 2,5 
b, cм 10,30 5 
H, cм 13,98 15 

 
Изменение формы поперечного сечения повлияет на процесс решения 

системы нелинейных уравнений (3.10) из [13] только тем, что произойдёт из-
менение коэффициентов (3.12) из [13], которые выписаны для сечения № 1. 
Эти же коэффициенты для сечения № 2 примут вид (16). Коэффициенты (16) 
выписаны относительно осей, проходящих через центр круга, а не центр тя-
жести поперечного сечения, как у сечения № 1. 

݀ଵ = ܴଶ[(αଵ + αଶ) + sin(αଵ + αଶ) cos(αଵ − αଶ)], 
݀ଶ =

ଶ
ଷ
ܴଷ(cos αଶଷ − cos αଵଷ), 

݀ଷ =
ଵ
ସ
ܴସ ቂ(αଵ + αଶ) −

ଵ
ଶ
sin2(αଵ + αଶ) cos2(αଵ − αଶ)ቃ, 

݀ସ =
ଶ
ଵହ
ܴହ[3(cos αଵହ − cos αଶହ) − 5(cos αଵଷ − cos αଶଷ)], 

݀ହ =
1
96

ܴ଺[12(αଵ + αଶ) − 6 sin2(αଵ + αଶ) cos2(αଵ − αଶ) − 

−4(sin2αଵଷ + sin 2αଶଷ)]. 

(16) 

Результаты расчёта приведены в табл. 3. В ней даны значения по модулю 
суммарной вертикальной нагрузки, максимальных углов поворота и прогибов 
каждой из балок для двух вариантов сечений. Под суммарной вертикальной 
нагрузкой понимается сумма всех внешних сил в проекции на ось η, при этом 
для балки № 1 ଵܲ пропорционально ଶܲ, а для балки № 3 ܲ пропорционально ݍ. 
То есть во всех случаях осуществляется однопараметрическое загружение. 

Из табл. 3 видно, что при замене сечений предельная нагрузка изменя-
ется максимум на 12,38 %, причём она может как возрастать, так и умень-
шаться. Так же ведут себя углы поворота и прогибы с максимальной разницей 
в 13,14 и 13,48 % соответственно. Стоит ещё раз отметить, что при линейном 
расчёте как предельная нагрузка, так и прогибы и углы поворота балки одина-
ковы для двух различных сечений, чего совершенно нельзя сказать о резуль-
татах физически нелинейного расчёта (табл. 3). 



 Некоторые особенности деформирования материала 103 

Таблица 3 
Результаты расчёта № 1 

№ балки 
Предельная нагрузка, тс Максимальный угол 

поворота, 10–3рад 
Максимальный  

прогиб, см 
F*

1 F*
2 θ*

1 θ*
2 w*

1 w*
2 

1 2 3 5 6 8 9 
1 7,74 7,96 33,7 34,1 2,17 2,20 
2 6,12 6,30 27,8 28,3 1,73 1,76 
3 2,71 2,40 52,3 46,3 7,41 6,56 
4 9,44 8,40 15,5 13,7 1,01 0,89 

 
Расчёт № 2. Загружаем балки со всеми характеристиками первого рас-

чёта до наступления начала разрушения по условию (13). Однако теперь бал-
ки имеют одно и то же поперечное сечение в виде трапеции (рис. 5, а) с раз-
мерами: a = 5 см; b = 2,5 см и H = 15 см. Расчёт проводим как в нелинейной 
постановке, так и в линейной. Линейный вариант получаем, положив все, 
кроме первого, коэффициенты аппроксимации диаграмм деформирования ма-
териала равными нулю (ܤଶ = ଷܤ = 0). Предельные деформации для линейно-
го расчёта те же, что и для нелинейного. 

Для расчёта принимаем тридцать шагов нагружения и величину задан-
ной невязки e = 10ିଷ, см. формулу (12). 

В табл. 4 приведены значения по модулю суммарной вертикальной 
нагрузки, максимальных углов поворота и прогибов сечений каждой из балок 
для трех вариантов расчёта. Столбцы 2, 5 и 8 содержат величины, полученные 
при нелинейном итерационном расчёте, столбцы 3, 6 и 9 – при линейном ите-
рационном расчёте, а столбцы 4, 7 и 10 – при линейном расчёте по аналитиче-
ским формулам сопротивления материалов [5]. 

Таблица 4 
Результаты расчёта № 2 

№ балки 
Предельная нагрузка, тс Максимальный угол 

поворота, 10–3рад 
Максимальный  

прогиб, см 
F*

н F*
л F*

л.т θ*
н θ*

л θ*
л.т w*

н w*
л w*

л.т 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1 5,30 6,60 6,58 38,0 43,1 43,1 2,43 2,71 2,71 
2 4,32 5,36 5,31 32,2 37,4 37,4 2,00 2,31 2,31 
3 1,48 1,84 1,82 34,8 40,8 40,8 5,12 5,93 5,93 
4 4,38 5,28 5,27 11,8 13,8 13,8 0,76 0,88 0,88 

 
Из данных табл. 4 видно, что при линейном расчёте балка выдерживает  

нагрузку в среднем на 23,4 % больше, чем при нелинейном. А прогибы и углы 
поворота больше в среднем на 14,83 и 15,9 % соответственно. Разность между 
линейным итерационным и линейным точным расчётами мала и составляет 
меньше 1 %, причём она обусловлена дискретным шагом загружения балок 
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и при его увеличение должна стремиться к нулю, т. к. итерационный расчёт 
при линейном законе деформирования принимает форму аналитических фор-
мул сопротивления материалов. 

Разносопротивляемость древесины существенно влияет на перераспре-
деление фибровых продольных деформаций в балке, которые, в свою очередь, 
ответственны за возникновение последующих процессов разрушения. В каче-
стве примера приведём графики фибровых продольных деформаций балки 
№ 1 из расчёта № 2 (рис. 6). На рис. 6 цифрами 1 и 3 соответственно обозна-
чены графики нижних и верхних фибровых деформаций, полученные из не-
линейного расчёта; цифрами 2 и 4 – полученные из линейного расчёта. 

 

 
 

Рис. 6. Фибровые продольные деформации балки № 1 из расчёта № 2 
 

Заключение 

В настоящей работе показано, что переход от линейных моделей де-
формирования твёрдого тела (подчиняющихся классическому закону Гука) 
к нелинейным разносопротивляющимся моделям сопровождается появлением 
новых эффектов: 

1. Для балок, имеющих одинаковое НДС с точки зрения физически ли-
нейной теории и одинаковый расход материала, появляются существенные 
различия в предельной нагрузке, прогибах и углах поворота при учёте физи-
ческой нелинейности (см. расчёт № 1). В расчёте № 1 максимальная разница 
в предельной нагрузке составила 12,38 %, в прогибах и углах поворота соот-
ветственно 13,14 и 13,48 %. 

2. Учёт физической нелинейности приводит к значительному сниже-
нию, по сравнению с линейным расчётом, как предельной нагрузки, так 
и максимальных углов поворота и прогибов (см. расчёт № 2). В расчёте № 2 
максимальное снижение предельной нагрузки составило 23,4 %, а углов пово-
рота и прогибов соответственно 14,83 и 15,9 %. 

3. Также физическая нелинейность приводит к большому перераспределе-
нию фибровых продольных деформаций в балке, которые, в свою очередь, ответ-
ственны за возникновение последующих процессов разрушения (см. расчёт № 2) 
В расчёте № 2 различия в продольных деформациях достигают 13,4 %. 
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Из приведённых расчётов видно, что свойство физической нелинейно-
сти и разносопротивляемости оказывает значительное влияние на характе-
ристики НДС деревянных конструкций, поэтому необходимо его всесторон-
нее изучение. 

С одной стороны, усложнение математической модели сопротивления 
деформируемого твёрдого тела приводит к увеличению сложности расчёта, 
но, с другой стороны, этот подход поможет приблизиться к пониманию ре-
альной работы конструкций и покажет, насколько значимый вклад привносят 
эти изменения. Следует также отметить, что появившиеся новые свойства, 
при их правильном применении, могут помочь более рационально проектиро-
вать строительные конструкции. 
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