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Аннотация. Актуальность. Рассмотрены вопросы вибродиагностики свободных ко-

лебаний балок пролетных строений металлических мостов на основе общей теории со-

ударения тел по методу Герца. Динамическое взаимодействие груза и балки при ударе 

учитывает инерционность и ускорение в процессе колебания тел и представляет акту-

альную контактную теорию упругости и упругопластического деформирования. 

Цель работы. На основе численного решения контактной задачи способом Л.И. Ма-

ламента и общей теории малых упругопластических деформаций определить зависимо-

сти ударного воздействия груза о балку и характеристики контактного процесса соуда-

рения тел, их инерционность и ускорение во времени. 

Результаты. Совершенствуется механизм вычисления свободных колебаний балок 

пролетных строений мостов в условиях практической вибродиагностики, отвечающей 

современным требованиям теории колебания при динамическом воздействии нагрузки. 
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ORIGINAL ARTICLE 

FREE VIBRATION MEASUREMENT OF BEAMS USING 

HERTZ’S METHOD 

Vladimir M. Kartopoltsev 

OOO “DIAMOS”, Tomsk, Russia 

Abstract. The paper deals with the problem of measuring free vibrations of metal bridge 

beams using the general theory of the body collision by Hertz’s method. The load-beam dy-

namic interaction considers inertia and acceleration in the oscillation process of bodies and 

presents an up-to-date contact theory of elasticity and elastoplastic deformation. 

Purpose: The aim of this work the numerical solution of the contact problem suggested by 

L.I. Malament and the general theory of small elastoplastic deformation, load/impact depend-

ences of the beam, collision of bodies and their inertia and acceleration in time. 
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Research findings: The measurement of free vibrations of bridge span beams is improved 

in practical conditions, which meet the modern requirements of the theory of vibrations under 

the dynamic load. 
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Недостаток механизма вычисления свободных колебаний балок пролет-

ных строений мостов отражен в технических условиях и специальных литера-

турных источниках [1, 2]. Вибродиагностика свободных колебаний балок 

пролетных строений по методу Герца основана на соударении свободных тел 

и соблюдении условий: выполняется гипотеза плоских сечений Бернулли; ис-

пользуется теория изгибающего удара Сен-Венана и учитываются только 

местные деформации. 

Процесс соударения зависит от соотношения веса сбрасываемого груза 

грQ  к весу балки пролетного строения и выражается отношением 
гр

б

,
m

m
 рав-

ным: при легком грузе 
гр

б

  0,5
m

m
 – однократное соударение; при тяжелом 

грузе 
гр

б

0,5
m

m
  – соударение с «подскоком»; при очень тяжелом грузе 

гр

б

0,2
m

m
=  происходит движение балки и груза в период времени 4 2–10 10− − с 

с незначительным отрывом груза от балки. 

Этапы удара и рассматриваемые гипотезы определяют вид удара – 

упругий или неупругий. Таким образом, свободные колебания балки в про-

цессе ударного воздействия груза по методу Герца соответствуют равенствам: 

– упругая стадия 

 пуq   ; (1) 

– упругопластическая стадия 

 пуq   . (2) 

Скорость удара, при которой пуq   , – в балке отсутствует возмож-

ность появления пластических деформаций. 

При пуq    решения Буссинеску для упругого случая при ударе по 

методу Герца переходят в разряд упругопластических контактных задач Бус-

синеску – Боненблюста [3]. При вибродиагностике свободных колебаний по 

методу Герца с деформациями за пределом упругости основными будут яв-

ляться параметры скорости удара и их изменения по мере изменения нагрузки 

удара и физического состояния (проявление инерционных импульсов и уско-
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рения), а также напряженно-деформированного состояния, характеризуемого 

кривизной ( ), напряжениями текучести Т  и пл  [4, 5]. 

Обобщенное выражение для скорости удара пл iV , при котором возника-

ет упругопластическое состояние балки, будет иметь вид 

 пл плi

EI
V

A
= , (3) 

где пл  – предельная упругопластическая кривизна балки: 

 I II
пл 2

1
2 ;

2
y y

а
 = + 
 

 (4) 

 
2

2

1

4 y

x

a t
 = ;     2 EI

a
A

=


;     I
0 I II IIIy y y y y= + + + ;     I

0 0 0  Δy y y= + . 

Кривизна исходного состояния балки 0y  включает прогиб от собствен-

ного веса I
0y  – 

45
 

384

gl

EI
 и дополнительный прогиб 0Δy  за счет действия уско-

рения от свободного падения от веса балки, равного I
0 00,027y y= ; Iy  – про-

гиб балки от веса грQ  в статической форме приложения, при соударении ра-

вен 
3

гр

48

Q l

EI


; Iy  – прогиб балки за счет силы инерции падения груза гр ,Q  равен 

ст I
yy V t+   или 

 

гр 3
пр

II I 2

б

гр

1

48
1 0,5

m l
y V

EI
m

m


=

 
+ 

 
 

, 

где 
гргр

пр 0,5
Q

g
m =  – приведенная масса груза; грm , бm  – масса соответственно 

груза и балки; 
гр

гр

Q

g
m = ; б

б

Р

g
m = ; 9,81g =  м/с2; yt  – продолжительность 

соударения, определяется в зависимости от вида удара [6, 7]; IV  – скорость 

соударения тел в течение времени yt ; IIIy  – прогиб от воздействия инерцион-

ного импульса (S) и ускорения ,ya  определяется как III III
III S yy y y a= + ; III

Sy  – 

прогиб от инерционного импульса S [8]: 

 
III

б

i
S

x

g nS
y

n C P


=


;     1 0,5n = ;     2

5

8
n = ; 

 
2

уд

2 ya
S P t

EI
=  ;     уд гр2 ;P Q=  
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3 2
–x

l l
C =  – абсцисса ординаты приложения нагрузки грQ ; III

ayy  – прогиб от 

ускорения ya  в балке, равен: 

 
2

III

2

2
ay

y

g h
y

a


= ;     

гр

2
1 1 .y

hEA
a g

l Q

 
 = + +
 
 

 

Приняв скорость деформации балки при ударном динамическом нагру-

жении плV  и упругопластическую кривизну пл  зависимостью (3), которая 

соответствует обобщенной силе удара maxP , вызванной не только упругим, но 

и пластическим деформированием, в соответствии с источниками [8, 9] Pmax 

будет равно: 

 пр
max б 3

17 48

35

EI
P m

l
= +  , (5) 

где пр
Iб

17

35
m m= ; б

I

P

g
m = ; бP A l=   – вес балки;   – изгибной параметр, ра-

вен 
2

2

1

4
y

x

a t
; EI – жесткость балки при изгибе. 

Максимальный упругопластический прогиб балки будет равен: 

 
max
дин ст пл

y
sy y V t= +  , (6) 

где 
3

max
ст

48

P l

EI
y


= ; l – длина пролета балки. 

Равенство для динамического изгибающего момента, соответствующего 

пл  и 
max
дин ,y  имеет вид 

 дин плМ EI=  . (7) 

Опираясь на исследования ряда авторов [10, 11, 12], выражение (4) при-

водим к виду 
( )ст

пл 2

8
2

ly

l
=  в стадии упругопластического деформирования. 

Зависимость кривизны балки ( ) , местного смятия в месте соударения, ха-

рактеризующаяся коэффициентом   и контактной силой удара удP , определя-

ется из равенства для maxP  [13, 14]: 

  = 𝓀
2

3
уд maxP P +  , (8) 

где уд гр2P Q= ; 
2

1
max

m V
P


=  при 1 плV V= ; 

прпр
гр б

прпр
гр б

m m

m m
m



+
= ; 𝓀 – коэффициент 

восстановления, является энергетической характеристикой удара и зависит от 

геометрии ударяемых поверхностей в зоне контакта, веса, скорости и материа-

лов соударяемых тел. Для упругих тел 𝓀 = 1,0; для упругопластических 𝓀 = 0,7. 
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На промежутке соударения yt  контактная сила удара будет ,P  P =  

maxcos
y

t

m
P

 
= ; 

4 4–3 10 4,5 10yt − −=    с – рекомендует С.П. Тимошенко; 

45 10yt −=   с – по опытам Масоне – Рогестера; yt  – эксперименты автора [6]. 

В формуле (8) выражение 𝓀
2

3P  отвечает стадии упругого деформиро-

вания, а maxP  – соответственно упругопластического. Исследования 

Н.Н. Давиденкова, а также вибродиагностика мостов балочной системы пока-

зали, что при плотном соударении справедлива зависимость при экспресс-

расчетах кривизны балки по формулам [15, 16]. Изменения кривизны балки за 

пределом упругости от проявления инерционного импульса (S) рассмотрены 

в работах [8, 16]. 

Зависимость между величиной инерционного импульса (S) и кривизной 

( ) за пределом упругости получена в виде 

 2

гр1,3

S
a

m
= , (9) 

где грm  – масса груза при ударном воздействии. 

Известно, что во время соударения груза с балкой груз как бы останав-

ливается, но в этот короткий yt мс период времени соударения груз передает 

балке определенный инерционный импульс (S) и ускорение ( ya ): 

 y

P
a

m
=  см/с2, (10) 

где P  – значение контактной силы в процессе удара в течение времени yt  

[17, 18]. 

На исходе продолжительности времени соударения и начала процесса 

ускорения движения балки значение силы P  численно равно кинетической 

энергии удара, равной maxP : 

 
2

max 1 ,
4

P P
 

= −  
 

 (11) 

где 

2
гр I гр

2

гр

5
1

8

2
5

1
8

A l

Q V Q
P

g
A l

Q

 
+


=

  
+ 

 
 

; 

IV  – скорость соударения на протяжении времени yt  в зависимости от вида 

удара; 
5

8
0,635A l A l      – в момент, когда упругопластический изгиб 

балки по параболе совпадает с главной гармоникой синусоиды. 
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Вычисляем максимальное ускорение ( max
ya ) от maxP  по формуле 

 

1

1max
max

1 1 n

y

n
a P

m n

++ 
=    

, (12) 

где θ  – угол наклона груза к балке при соударении. При плоском соударении 

θ  равен 1; n зависит от конфигурации сжимаемых тел, принимается равным 1. 

Рассматривая ускорение ( )ya  функцией времени ,yt  формулу (12) за-

пишем в следующем виде: 

 ( )max sin ,
yt y

y ya a t=   (13) 

где 
2

y
t


 = ; max

2

y
yt ma


= . 

При сосредоточенном ударе грузом по балке деформация ее по длине 

принимает вид волнистой кривой, распространяясь от точки удара влево 

и вправо, а не от точки начала координат балки (рисунок). 

 

 
 
Экспериментальные формы свободных колебаний балки: 

1 – удар по консоли; 2 – удар в середине пролета pl =17,0 м 

Experimental modes of free vibrations: 

1 – impact on the console; 2 – impact in the middle of the span pl  = 17.0 m 

 

Первое значение 0  в зависимости от S при скорости удара в пределах 

3,34 мс до 1 с приближённо равно: 

 40 2,13 yEI
t

A
 =


, (14) 

где 0  – абсцисса ординаты сечения, где появляются максимальные значения 

изгибающего момента, напряжений и деформаций. Исследования на мостах 

балочной и балочно-консольной системы показали, что в большинстве случаев 

при max гр2P Q  возникают пластические деформации в растянутых крайних 

фибрах ограниченной величины пл 0,0001   и выполняется условие (3) в виде 

Х0 = 1,33 м

0,65 м

6,6 м

L/2

17,0 м

Х0 = 1,03 м

6,6 м

Р Р

Мmax

Y max

Мmax

Y max

2

1

V0 = 5,7 м/сек

t
Ч 

= 0,34 с

h = 1,0 м

V0 = 2,9 м/сек

t
Ч 

= 0,29 с

h = 1,0 м1 – удар по консоли

2 – удар в центре пролета L = 17,0 м
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пл пл I2,087 .

EI
V V

A
 =   (15) 

Из условия известной функциональной зависимости ( )
пл 0,  V f S =   за-

пишем равенство вида 

 
пл

42,13 .yEI
V t

A
 =  

Значения изгибающего момента ( )0M   и поперечной силы плQ  опре-

деляются по формулам: 

 
( )

( )

( )

3
2

2
0

0пл

4 ;

1
.

y

y

t EI
M a

l A

dM
Q

da t




 = − 



=  
 

 (16) 

При 
пл

5,0V =  м/с 0 45 см = ; 

пл
7,6V =  м/c 0 47,0 см; =  

пл
10V = ,0 м/с 0 48,3 см; =  

пл
15V =  м/с 0 50,0 см = . 

Максимальное динамическое напряжение в балке в сечении 0  из усло-

вия равенства ( )0
4

Sl
M  =  равно: 

 max
дин

12Z EQ

l Al
 = , (17) 

где maxZ  – расстояние от нейтральной оси сечения балки до крайней растя-

нутой фибры; S – инерционный импульс, при котором ( )0 max ,M M =  

дин4
 

W

l
S


=  [19]. 

Значения частоты и периода собственных колебаний в стадии проявле-

ния S и ya  определены на основании условия 

 
.

0 3
1

2,2yS a EI
P

m l
=  или 0,15 1/с; 

.

0

2yS a

p

T
P


= , 

где pP  – коэффициент частоты собственных колебаний. 

Общий вид выражения для определения pP  будет 

 
2 2

4
.i

P

EI
P i

l
= 


 (18) 
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При ударе сосредоточенным грузом о балку формула (18) трансформи-

руется в выражение для различных схем балок [20]: 

 
II гр

1i
PP

m
=

 
, (19) 

где 
3

II
192

l

EI
 =  – для балок, свободно опертых на опорах; 

3

II
3

l

EI
 =  – для кон-

сольных балок. 

Для балок с защемленными консолями и комбинированных систем при  

i = 1, 2, 3 формула для i
PP  имеет вид 

 
1

3
1

3,92P

EI
P

m l
=


 i = 1; 

2

3
1

19,6P

EI
P

m l
=


 i = 2; 

3

3
1

41,6P

EI
P

m l
=


 i = 3. 

Изменение кривизны балки от удара в стадии инерционного импульса 

и ускорения за счет дополнительного влияния сдвиговых деформаций от по-

перечной силы имеет практическое доказательство в исследованиях ряда 

авторов [21]. 

Представляя сдвиг при динамическом упругопластическом деформиро-

вании функцией QT , запишем равенство 

 
2

пл2 y
Q

a
T t Q

EI
=  , (20) 

где плQ  – поперечная сила упругопластического состояния балки, определя-

ется из выражения пл 1 ΘQ A G=     , 
3

E
G =  – модуль сдвига, 1  – параметр 

обновления распределения касательных напряжений в сечении балки, принима-

ется в зависимости от формы поперечного сечения: прямоугольной – 0,667−0,75, 

двутавровой – 0,72−0,84; Θ  – угол поворота нейтральной оси сечения балки при 

сдвиге, является параметром деформации сдвига на нейтральной оси от попе-

речной силы плQ  и соответствует решению Ренкина – Грасхофа, равен: 

 
пл

сдв

3
Θ

2 2

Q

A G
=  =


, (21) 

где A  – площадь поперечного сечения балки. 

Дополнительный прогиб ( Qy ) за счет сдвига и действия поперечной 

силы плQ  будет определяться в соответствии с изменением кривизны балки 

из формулы 

 
( )0

Θ

Q M x
y

A G
 =

 
, (22) 

где ( )0 2 I2

EI S
M x

a
= −


;     

( )
2

0I

24 ya t


 = . 
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Тогда полный прогиб равен: 

 max
дин дин .Qy y y= +   (23) 

При вибродиагностике мостов балочно-консольных систем получены 

следующие результаты: при 0,08x = ; 0,07y = ; ( )пл ln 1 0,001x x = +    ве-

личина 0,03–0,05Qy   % от max
динy . 

Таким образом, пренебрегая колебаниями, вызванными центральным 

ударом вдоль линии, соединяющей центры масс груза и балки, целесообразно 

рассматривать свободные колебания с учетом поправок на давление от сдвига 

в отсутствии понижения динамического предела текучести ( T ) на протяже-

нии времени соударения yt . Появление местных пластических деформаций 

в месте контакта соударения груза о железобетонную или асфальтобетонную 

поверхность проезжей части моста или покрытия носит точечный характер, 

и они не могут быть распространены на деформации всей поверхности или 

сечения. Сила контактного удара будет зависеть от формы соприкосновения 

груза с балкой, времени соударения и коэффициента восстановления. 
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