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ГИБКОЙ ПОДКРЕПЛЁННОЙ ПЛАСТИНЫ 

В статье представлены результаты исследования и дан анализ влияния начального про-
гиба на перемещения и деформации подкреплённых гибких пластин, нагруженных несим-
метричной поперечной нагрузкой. Рассмотрены пластины толщиной 0,7h; h (h = 1 см). Про-
анализированы приведённые эпюры прогибов и графики интенсивности деформаций 
в наиболее характерных точках в зависимости от величины и направления начального про-
гиба при разной величине поперечной нагрузки, вызывающей как упругие, так и упруго-
пластические деформации. 
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THE INITIAL DEFLECTION EFFECT ON DISPLACEMENT 
AND DEFORMATION OF FLEXIBLE REINFORCING PLATE 

The paper presents the research results and the analysis of the initial deflection effect on the 
displacement and deformation of the flexible reinforcing plates under the asymmetrical trans-
verse loading. The plates of 0,7h; h (h = 1 cm) thickness are considered herein. The obtained 
diagrams of deflections and deformations intensity are analyzed in the most characteristic 
points depending on the amount and direction of the initial deflection at the different trans-
verse loading that induces both elastic and elasto-plastic deformations. 

Keywords: reinforcing plates; stress-strain state; initial deflection; physical and 
geometrical nonlinearity. 

В ненагруженном состоянии гибкие пластины часто имеют некоторые 
отклонения от первоначальной геометрической формы – начальные прогибы. 
Причиной их возникновения может быть особенность изготовления, транс-
портировки, монтажа и эксплуатации элементов конструкций. 

На необходимость учёта начальных несовершенств в 1904 г. указал 
И.Г. Бубнов [1] при исследовании напряжённого состояния пластин при изги-
бе. Позже W.T. Koiter [2] отметил, что поведение элементов конструкций су-
щественно зависит от наличия несовершенств. Х.М. Муштари [3] рассмотрел 
упругое равновесие тонкой оболочки с начальным прогибом в срединной 
плоскости. А.С. Вольмиром [4] указано влияние начального прогиба на де-
формацию гибких пластин при однородных граничных условиях. 
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В работах [5–7] рассмотрено влияние начального прогиба на напряжённо-
деформированное состояние (НДС) на контуре в заделке [5] и на ребре [6], а так-
же влияние начального прогиба на НДС от смещения центральной опоры [7]. 

В настоящей работе представлено исследование влияния начального 
прогиба на НДС гибких ребристых двухпанельных пластин постоянной тол-
щины, нагруженных несимметричной поперечной нагрузкой при упругих 
и упругопластических деформациях. Пластины выполнены из изотропного ма-
териала Ст3 (модуль упругости Е = 2,1∙105 МПа, предел текучести σs = 240 МПа). 

На рис. 1 представлены схема двухпанельной пластины (рис. 1, а) и диа-
грамма деформирования материала (рис. 1, б). Рассматривались пластины тол-
щиной: 0,7 ;h h   ( 1h  см). При этом относительная толщина пластин равня-
лась соответственно: 50/1/ ah , 71/1/7,0 ah . Панели пластин – квадратные 
в плане 5050ba  (см); y  – ось симметрии пластины. В центре каждой 
пластины поставлено ребро размером р р 3 3; 4 4b h     (см) соответственно,  

рb , рh  – ширина и высота ребра. Ребро поставлено с эксцентриситетом относи-
тельно срединной плоскости пластины. 

 

 
 
Рис. 1. Двухпанельная стальная пластина: 

а – расчётная схема пластины; б – диаграмма деформирования материала Ст3 
 
Функция начального прогиба представлена в аналитическом виде: 

 0 1 2( , ) ( ) ( )nW x y W F x F y . 

Здесь xxF  sin)(1   10при  x ; 2 ( ) sin 0,25 (1 )F y y      ;11при  y  
1  при 1k ; 1  при 2k (k − номер панели). Максимальный началь-

ный прогиб 0W  – в центре пластины. Рассматривались случаи, когда 

0 0,5 ; 0; +0,5W h h  . 
Дополнительные перемещения от действующей внешней нагрузки 

определялись по методу Ритца с использованием расчётной схемы метода пе-
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ремещений [8]. Координатные функции дополнительных перемещений для 
каждой k -й панели задаются в виде суммы двух рядов: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
N N

n n n n
k ok k нk i

n
W W A W Z   . 

Здесь N – число гармоник; )(n
kА , iZ  – варьируемые параметры; okW  – коор-

динатные функции первого ряда удовлетворяют однородным граничным 
условиям; нkW  – координатные функции второго ряда удовлетворяют неод-
нородным граничным условиям, 

Полное перемещение точек пластины sW  получается суммированием 
начального прогиба nW  и дополнительного перемещения пластины W  от 
нагрузки. 

Для анализа влияния начального прогиба на НДС пластин определялись 
прогибы срединной плоскости пластины и интенсивность деформаций верхних 
и нижних волокон пластины. Построены эпюры прогибов и графики интенсивно-
сти деформаций в наиболее характерных точках пластины (в центре левой пане-
ли и центре пластины). Расчёт проводился при нагрузках, вызывающих упругие 
и упругопластические деформации. Приложенная максимальная распределённая 
нагрузка превышала нагрузку начала текучести в три раза ( sqq 3 ). Для пласти-
ны толщиной h  0,4МПаsq  , для пластины толщиной h7,0  0, 2 МПаsq  . 
Графики построены в безразмерных величинах: sq/qq  – приведённая нагрузка, 

sii /eee   – приведённая интенсивность деформаций ( Ees /σs − деформация, 
соответствующая пределу текучести материала). Расчёт проводился при сов-
местном учёте физической и геометрической нелинейности, что позволяет 
наиболее достоверно оценить несущую способность конструкции. 

На рис. 2 представлены эпюры суммарных перемещений пластин тол-
щиной h7,0  и h  с начальным прогибом 0 0,5 ; 0; –0,5W h h   при нагрузке 

sqq  . На рис. 3 представлены эпюры дополнительных перемещений центра 
левой панели пластин толщиной h7,0  и h  с начальным прогибом 

0 0,5 ; 0; –0,5W h h   при нагрузке sqq  . На рис. 4 представлены графики за-
висимости приведённой интенсивности деформаций si ee /  от приведённой 
нагрузки sqq /  в верхних и нижних волокнах центра левой панели. 

В пластинах с положительным начальным прогибом разница между пе-
ремещениями пластин толщиной h,70  и h незначительна. При нагрузке sqq   
она равна 0,02h. При отрицательном прогибе разница между перемещениями 
больше, чем при положительном прогибе. И при той же нагрузке  
( sqq  ) составила 0,14h (рис. 2). 

Отрицательный начальный прогиб приводит к увеличению дополни-
тельных перемещений пластин (рис. 3). При нагрузке q = qs в пластинах тол-
щиной 0,7h и h наименьшие перемещения центра нагруженной панели наблю-
даются при положительном начальном прогибе и наибольшие перемещения – 
при отрицательном начальном прогибе. В пластине толщиной h = 1 см при 
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нагрузке q = qs величина дополнительных перемещений пластины в центре 
левой панели при 0 0,5W h   равна 0,276h, а при 0 0,5W h   величина допол-
нительных перемещений в той же точке равна 0,39h. С увеличением нагрузки 
разница между перемещениями при положительном и отрицательном началь-
ном прогибе увеличивается. При нагрузке 2 sq q  дополнительные переме-
щения центра левой панели пластины толщиной h при положительном 
начальном прогибе W = 0,47h, а при отрицательном начальном прогибе до-
полнительные перемещения W = 0,75h. 

 

 
 
Рис. 2. Эпюра суммарных перемещений Ws пластины с разным начальным прогибом W0, 

нагруженной несимметричной нагрузкой q = qs: 
а – W0 = –0,5h; б – W0 = 0; в – W0 = +0,5h 
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Рис. 3. Эпюра дополнительных перемещений пластин с разным начальным прогибом 

W0, нагруженных несимметричной нагрузкой q = qs: 
а – h; б – 0,7h 

 
Кривые суммарных прогибов в пластинах с отрицательным начальным 

прогибом идут круче, чем в пластинах с положительным начальным прогибом 
и без начального прогиба (см. рис. 2). Начальный прогиб образует некоторое 
фиктивное упругое основание [9]. По мере нагружения пластина «выпрямля-
ется», радиус кривизны увеличивается, жёсткость пластины уменьшается. 

Независимо от толщины пластины максимальные суммарные перемеще-
ния возникают при положительном начальном прогибе (см. рис. 2, в). Суммарные 
перемещения в центре левой панели в пластине толщиной h = 1 см 
с положительным начальным прогибом равны 0,63h, в пластине с отрицательным 
начальным прогибом суммарные перемещения равны 0,036h. В пластине без 
начального прогиба ( 0 0W  ) перемещения в центре левой панели равны 0,363h. 

В пластинах с отрицательным начальным прогибом возникают суммар-
ные перемещения разного знака (см. рис. 2, а). Наибольшая смена знака 
наблюдается у пластины толщиной 0,7h. Это связано с большим влиянием 
продольных усилий у пластин с меньшей толщиной. 

Согласно анализу эпюр дополнительных перемещений (рис. 3), отмеча-
ется определённая закономерность. В пластинах с положительным начальным 
прогибом, нагруженных несимметричной нагрузкой sqq  , дополнительные 
перемещения становятся меньше по сравнению с перемещениями пластин без 
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начального прогиба. При отрицательном начальном прогибе отмечается уве-
личение дополнительных перемещений. Это указывает на большее развитие 
мембранных составляющих деформаций. 

 

 
 
Рис. 4. Графики зависимости « ie q » пластины, полученные при учёте физической

и геометрической нелинейностей: 
а – в верхних волокнах центра панели; б – в нижних волокнах центра панели 

 
Уменьшение суммарных перемещений наблюдается в пластинах с от-
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щениями пластины без начального прогиба. 
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начального прогиба. И обратный результат наблюдается при анализе суммар-
ных перемещений. 
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панели. Наличие отрицательного начального прогиба незначительно сказыва-
ется на интенсивности деформаций нижних волокон пластин толщиной h7,0  
(4,02 %). Это связано с большим влиянием продольных усилий по сравнению 
с влиянием изгибающих моментов. 

С увеличением нагрузки за пределом упругости материала для верхних 
волокон центра левой панели влияние отрицательного начального прогиба 
становится существенным, особенно для пластины толщиной h7,0 . 

Анализ результатов расчётов показал, что с уменьшением толщины 
пластины увеличиваются дополнительные перемещения и интенсивность де-
формаций. Отрицательный начальный прогиб приводит к увеличению дополни-
тельных перемещений. 
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