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Аннотация. Актуальность. Неоднородные конструкции обладают рядом суще-

ственных преимуществ перед классическими однородными. Регулирование их напря-

женно-деформированного состояния дает возможность более эффективно адаптировать 

систему к заданным термосиловым воздействиям и в результате получить дополнитель-

ные эффекты экономии массы и стоимости конструкции. Практическое использование 

неоднородных элементов конструкций в настоящее время требует создания инженерных 

методов расчета, обладающих приемлемой трудоемкостью, необходимой точностью 

и универсальностью. 

Целью настоящей работы является совершенствование способов построения ком-

плекса необходимых физических соотношений в задачах термосилового пространствен-

ного деформирования неоднородных стержней. 

Методы исследования. Для расчетной модели стержня Тимошенко применены ап-

проксимации функций поперечных сдвигов и мембранная аналогия для деформаций 

сдвига при кручении. Пространственный призматический стержень прямоугольного се-

чения образован из квазиоднородных частей (фаз), выполненных из различных кон-

струкционных материалов. 

Результаты. Получены расчетные соотношения для термосилового пространственного 

изгиба с растяжением, поперечного сдвига и кручения. Данные уравнения содержат жест-

костные характеристики нулевого, первого и второго порядков при изгибе с растяжением, 

сдвиговые и крутильную жесткости сечения. Их применение позволяет компактно сфор-

мулировать физические зависимости и краевую задачу пространственного деформирова-

ния неоднородного стержня. 

Ключевые слова: структурно-неоднородный стержень, пространственный 

изгиб, жесткостные характеристики неоднородного сечения, кручение неодно-

родного стержня, мембранная аналогия 
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ORIGINAL ARTICLE 

STRESS-STRAIN STATE OF ROD WITH HETEROGENEOUS 

STRUCTURE 

Andrey V. Mishchenko 

Novosibirsk State University of Architecture and Civil Engineering,  

Novosibirsk, Russia 

Order of Zhukov Novosibirsk Higher Military Command School,  

Novosibirsk, Russia 

Abstract. Heterogeneous structures have a number of significant advantages over classical 

homogeneous. Their stress-strain state control allows to more effectively adapt the system to 

given thermal conditions and, as a result, additionally save weight and cost of the structure. 

The practical use of elements with heterogeneous structure, requires the creation of engineer-

ing calculation approaches with acceptable labor intensity, accuracy and versatility.  

Purpose: The improvement of design methods implying physical relations in problems of 

thermal power deformation of rods with heterogeneous structure. 

Design/methodology: The Timoshenko rod model design involves the approximation of trans-

verse shear functions and membrane analogy of shear deformation in torsion. A three-

dimensional prismatic rod having a rectangular cross-section, is obtained from quasi-homogene-

ous parts (phases) made of various structural materials. 

Research findings: Theoretical calculations are obtained for thermal power spatial bending 

with tension, transverse shear and torsion. These equations contain stiffness characteristics of 

zero, first- and second-order tensile bending, shear and torsional stiffnesses of the section.  

Practical implication: These equations can be used to compactly formulate physical relations 

and the boundary value problem of spatial deformation of rods with heterogeneous structure. 

Keywords: rod with heterogeneous structure, spatial bending, rigidity, non-uniform 

section, torsion, membrane analogy 

For citation: Mishchenko A.V. Stress-strain state of rod with heterogeneous struc-

ture. Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo arkhitekturno-stroitel'nogo universiteta – 

Journal of Construction and Architecture. 2023; 25 (6): 113–124. DOI: 10.31675/ 

1607-1859-2023-25-6-113-124. EDN: WOJCIZ 

Введение 

Неоднородные конструкции, запроектированные с использованием 

принципов рационального проектирования, обладают рядом неоспоримых 

преимуществ перед однородными [1, 2, 3, 4]. Основными из них являются: 

а) способность более эффективно адаптироваться к заданным физическим по-

лям [5]; б) возможность регулирования напряженно-деформированного состо-

яния; в) получение экономии массы и стоимости материалов конструкции. 

В силу сложности объекта исследования – пространственно деформируемого 

неоднородного стержня, испытывающего силовое и тепловое воздействия, 

в литературе обычно рассматриваются различные частные случаи расчетных 

схем: плоские задачи [1, 6, 7, 8], простые виды воздействия на отдельные эле-

менты конструкций [9, 10] либо, при усложнении воздействий, – стержни 

простой геометрической формы с частными случаями неоднородности [9]. 

Спецификой неоднородных конструкций является их чувствительность к теп-

ловым воздействиям [5, 11, 12]. В ряде работ уточненные методы расчета 
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строятся без привлечения гипотез теории стержней. Так, в работе [13] для по-

строения инженерной теории сопротивления неоднородных стержней приме-

нено разложение решения исходной задачи в ряд по производным деформа-

ций сопутствующей задачи однородного стержня. В нулевом приближении 

предложенный метод дает классическое решение. В работах [14, 15] для ис-

следования пространственных задач применен метод асимптотического рас-

щепления. Данные подходы [13, 14, 15], а также численные [7, 16, 17, 18] 

и экспериментальные [8, 19] исследования весьма ценны для оценки различ-

ных приближенных методов. 

При практическом использовании неоднородных конструкций в насто-

ящее время требуется создание инженерных методов расчета, обладающих 

приемлемой трудоемкостью и универсальностью, позволяющих выполнять 

оценку напряженно-деформированного состояния при комбинированном про-

странственном воздействии. В настоящей работе рассматривается постановка 

задачи и способ построения основных расчетных соотношений для задачи 

термосилового пространственного деформирования неоднородного стержня. 

При этом в решении задачи кручения и краевой задачи общего деформирова-

ния стержня дополнительно использованы ограничения симметрии расчетной 

схемы относительно продольных координатных плоскостей. 

Материалы и методы исследования 

На рис. 1 в системе координат xyz показан прямой стержень, испытыва-

ющий пространственный изгиб в сочетании с растяжением (сжатием), круче-

нием и тепловым стационарным воздействием. 
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Рис. 1. Расчетная схема стержня 

Fig. 1. Schematic view of the rod 

 

Стержень составлен из s квазиоднородных частей (фаз), выполненных 

из различных конструкционных материалов: металлов, бетона, конструкцион-

ных пластмасс, древесины, искусственных дисперсных композитов и т. п. 

с обеспечением идеального межфазного контакта при отсутствии разрывов 

в деформациях на границах фаз. Материал k-й фазы характеризуется стацио-

нарными в рассматриваемом диапазоне температур физическими характери-

стиками: модулями упругости Ek, Gk, коэффициентами температурного рас-

ширения k. На основе решения задачи стационарной теплопроводности 

в неоднородной структуре выявлено поле температур tk(x, y, z) (k = 1, … , s). 

Стержень имеет призматическую форму, прямоугольное поперечное сечение 

и симметричную относительно плоскостей xy, xz структуру. 
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Считая стержень тонким, примем при описании его деформированного 

состояния гипотезы Тимошенко с дополнительным учетом депланации сече-

ний при кручении. Построение основных соотношений рассмотрим отдельно 

для случаев пространственного изгиба, поперечного сдвига и кручения. 

1. Пространственный термосиловой изгиб с растяжением (сжатием). 

Функции перемещений u, v, w в направлении осей x, y, z, деформаций   и сдви-

гов   примем согласно выражениям: 

 
0 0 0

0

( , , ) , ( , , ) , ( , , ) ,

( , , ) , ( , , ) ( , , ) 0,

z y

x z y y z

u x y z u y z v x y z v w x y z w

x y z y z x y z x y z

= −  +  = =

 =  −  +   =  =
 

 ( )
y

y

d
x

dx


 = , ( ) z

z

d
x

dx


 = , (1) 

 0
0( , , ) ( )xy z y

dv
x y z x

dx
 = −  =  , 

 0
0( , , ) ( )xz y z

dw
x y z x

dx
 = +  =  , 0yz = , 

где 0( )u x , 0( )v x , 0( )w x  – перемещения точек геометрической оси; ( )y x , 

( )z x  – углы поворота сечений относительно осей y, z. 

Интегральные силовые факторы в сечении s-фазного стержня заданы 

формулой 

 ( ) ( ) ( )

1

, , ( ) , ,

k

s
k k k

z y x x x

k A

N M M x y z dA
=

   =  −      , (2) 

где kA  – площадь k-й фазы в нормальном сечении. 

Подставив в (2) выражение закона Дюамеля – Нэймана 

  ( )k
x k x k kE t =  −  , (3) 

при учете (1) для деформации x , получим физические соотношения, связы-

вающие интегральные силовые факторы с обобщенными деформациями при 

термоупругом изгибе с растяжением 

 

0 0

0

0

,

,

.

z z y y t

z zz z yz y z zt

y yz z yy y y yt

D D D N N

D D D M M

D D D M M

  −  +  = −

−  +  −  = −


 −  +  = −

 (4) 

Здесь интегральные температурные силовые факторы 

1 1 1

, ,

k k k

s s s

t k k k zt k k k yt k k k

k k kA A A

N E t dA M E t ydA M E t z dA
= = =

= −  =  = −       (5) 

представляют собой усилия в неоднородном сечении, возникающие при нали-

чии температурного поля ( , )t y z  и отсутствии деформаций ( 0 0z y =  =  = ). 

Коэффициенты при обобщенных деформациях в (4) образуют матрицу 

жесткости с компонентами 
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1 1

2 2

1

, , , ,

, , , ,

k k

k

s s

k z y k

k kA A

s

zz zy yy k

k A

D E dA D D E y z dA

D D D E y yz z dA

= =

=

 = = 

   =   

  

 

 (6) 

нулевого ( 0D ), первого ( ,z yD D ) и второго ( zzD , zyD , yyD ) геометрических 

порядков. В работе [13] жесткости zD , yD  названы жесткостями взаимного 

влияния: а) осевой деформации 0  на изгибающие моменты и б) кривизн z , 

y  на продольную силу. 

Разделив в системе (4) первое уравнение на 0D , второе на zzD , а третье 

на yyD , получим 
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0

2

0
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2
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,
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,

t
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zzz z

yz y yt
z y

yyy y

N N
y z

D
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i M Mz

Di i

 −
  −  +  =



−
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 (7) 

 0
0

zD
y

D
= , 0

0

yD
z

D
= , 

0

zz
z

D
i

D
= , 

0

yy
y

D
i

D
= , 

0

yz
yz

D
i

D
= . (8) 

Выражения (8) определяют жесткостные параметры неоднородного се-

чения: 0y , 0z  – координаты центра жесткости сечения; осевые zi , yi  и цен-

тробежный yzi  – радиусы жесткости сечения. 

Нормальные напряжения (3) с использованием (1), (7) для неоднородно-

го сечения общего вида представим в форме 
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В случае симметричного сечения, принятого в настоящей статье, либо 

при выполнении перехода к главным центральным осям жесткости, обеспе-

чивающим для жесткостей взаимного влияния выполнение условий 

0y z yzD D D= = = , а значит, согласно (8), 0 0 0yzy z i= = = , 1D = , матрица 

жесткости системы (4) принимает диагональный вид, система (7) распадает-

ся на три независимых уравнения, что позволяет впоследствии решать крае-

вые задачи для двух плоских изгибов и растяжения раздельно. В этом случае 

нормальные напряжения (9), действующие в k-й фазе при силовом и тепло-

вом воздействиях, могут быть найдены по формуле 

 ( )

0

y ytk t z zt
x k k k

zz yy

M MN N M M
E y z t

D D D

 −− −
 = − + − 

 
 

, (10) 

что согласуется с формулами, полученными в [6]. 

Примечательным является факт инвариантности значения определителя 

матрицы жесткости при параллельном переносе осей y, z системы координат. 

При использовании системы (4) и (7) соответственно имеем 
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− − 

−

. 

2. Пространственный поперечный сдвиг. Примем для стержня Ти-

мошенко аппроксимации сдвигов в виде 

 
( , , ) ( ) ( ),

( , , ) ( ) ( )

xy y y

xz z z

x y z a x f y

x y z a x f z

 =

 =
 (10) 

с амплитудами ya , ya  и заданными функциями распределения yf , zf , удо-

влетворяющими граничным условиям на поверхностях 

 
( ) 0, / 2,

( ) 0, / 2.

y

z

f y y h

f z z b

= = 

= = 
 

Схожая аппроксимация применена для пластин в [2]. Используя закон 

Гука и условия равновесия 

 ( ) ( )

1

, ( ) ,

k

s
k k

y z yx zx

k A

Q Q x dA
=

   =      , (11) 

получим формулы для касательных напряжений в k-й фазе 
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. (12) 
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Учитывая (10), (11), (12), жесткости неоднородного сечения при сдви-
гах, входящие в физические соотношения 

 0Qy y yD Q = , 0Qz z zD Q = , (13) 

можно записать в виде 

 
1

1

k

s

Qy k y
y k A

D G f dA
k =

=   , 
1

1

k

s

Qz k z
z k A

D G f dA
k =

=   , (14) 

 
0y

y
y

k
a


= , 0z

z
z

k
a


= . 

Параметры ky, kz представляют собой коэффициенты осреднения функ-

ций деформаций сдвига (10) при введении обобщенных сдвигов 0y , 0z  

в кинематических соотношениях (1). В частности, значению 1yk =  соответ-

ствует принятие в качестве 0y  максимального сдвига. При интегральном 

осреднении следует положить 

/2

/2

1
h

y y

h

k f dy
h
−

=  , 0y y yk a = . Принятие, напри-

мер, параболической функции 21 (2 / )yf y h= −  дает значение 2 / 3yk = . 

Для стержней с простой геометрической формой фаз, например слои-

стых, касательные напряжения xy , xz  могут быть найдены более строго – из 

условий равновесия сдвигаемых частей сечения: 

 

sec

( ) ( , , )
( ) ( )

y

y zk k
yx

zz j j

j j

Q D G
z y z

D G z b y


 =


, 

sec

( ) ( , , )
( ) ( )

z

z yk k
xz

yy j j

j j

Q D G
z y z

D G y h z


 =


, 

 

/2 /2
sec

/2

( ) ( , )

h b

z

y b

D y E y z ydydz

−

=   , 

/2 /2
sec

/2

( ) ( , )

b h

y

z h

D z E y z zdydz

−

=   . 

Здесь, по сравнению с формулами, приведенными в [6] для плоской за-
дачи, введены вторые множители, содержащие модули сдвига и отражающие 

зависимость от второй координаты в сечении. При вычислении напряжения 
( )k
yx  суммирование в формуле выполняется по фазам, пересекаемым горизон-

тальным уровнем y с номерами yj j . Аналогично в формуле для ( )k
zx  это 

осуществляется для фаз, пересекаемых уровнем z с номерами zj j . 

3. Кручение стержня. Перемещения при кручении получим как резуль-
тат жесткого поворота сечения и его депланации [20]: 

 
( , , ) ( , ), ( ) ,

( , ) , ( , ) .

x
x x

x x

d
u x y z y z x

dx

v x z z w x y y


=    =

= − = 

 (15) 

Здесь x – угол поворота сечения относительно оси x; x – кручение оси 

стержня;  – функция депланации Сен-Венана. При учете (15) компоненты 

сдвиговой деформации и касательные напряжения принимают вид 
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 ( , , )xy xx y z z
y

 
 =  − 

 
, ( , , )xz xx y z y

z

 
 =  + 

 
,     0yz = , 

 ( )k
xy k xG z

y

 
 =  − 

 
, ( )k

xz k xG y
z

 
 =  + 

 
. 

Далее напряжения при кручении будем определять с помощью функции 

напряжений Прандтля φ [20]. Взяв за основу выражения напряжений в одно-

родном стержне 

 xy
z


 =


, xz

y


 = −


, 

представим их для неоднородного стержня в виде 

 ( )k
xy k xG

z


 = 


, ( )k

xz k xG
y


 = − 


. (16) 

Здесь   – единая для всех фаз сечения аппроксимация функции деформаций 

при кручении. Примем для нее, согласно мембранной аналогии, функцию 

прогибов гибкой мембраны w, закрепленной на контуре сечения ( w→ ). 

Аппроксимируем прогибы мембраны выражением 

 0 0 0 0[ch( ) ch( )][ch( ) ch( )]z z z y y ybh =  −    −   , (17) 

 2 /y y h = , 2 /z z b = , 

удовлетворяющим требуемому условию 0 =  на границе 1y z =  =  . За-

данные масштабные параметры 0z , 0 y  определяют интервалы гиперболи-

ческих функций в (17), используемые для аппроксимации на прямоугольной 

области сечения. В отличие от тригонометрической аппроксимации, форма 

(17) дает физически правильный знак вторых производных напряжений 
2 2/xz z   , 2 2/xy y   . 

Подставив напряжения (16), записанные с учетом функции (17), в усло-

вие равновесия для крутящего момента 

 ( )( ) ( )

1

( )

k

s
k k

t xz xy

k A

M x y z dA
=

=  −  , 

получим формулы для касательных напряжений при кручении 

 

( )
0 0 0 0

( )
0 0 0 0

2
sh( )[ch( ) ch( )],

2
sh( )[ch( ) ch( )]

k k t
xz y y y z z z

t

k k t
xy z z z y y y

t

G M
b

D

G M
h

D

 =     −  

 = −     −  

 

и жесткость неоднородного сечения при кручении 

  0 0 0 0

1

2 sh( )[ch( ) ch( )]

k

s

t k y y y z z z

k A

D G b y
=

=     −   −   

 0 0 0 0 sh( )[ch( ) ch( )] ,z z z y y yh z dA−     −    (18) 
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входящей в физическое обобщенное равенство при кручении 

 t x xD M = . (19) 

4. Формулировка краевой задачи. Как известно, физическая структура 

стержня не оказывает влияния на вид формируемых для него условий равно-

весия и кинематических соотношений. Представим систему дифференциаль-

ных уравнений в перемещениях для рассмотренных видов деформирования 

при учете жесткостных характеристик (6), (14), (18), физических соотношений 

(13), (19) и записанных с учетом симметрии (4): 

 0
t

x

dNd du
D q

dx dx dx

 
= − 

 
, 

 

22 2
0

2 2 2

y yt
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d d Md d v
D q

dxdx dx dx

  
− = −   

   

, 

 
22 2

0

2 2 2

z zt
yy z

d d Md d w
D q

dxdx dx dx

  
− = −   

   

, 

 x
x x

dd
D m

dx dx

 
= 

 
. 

Система дополняется двенадцатью кинематическими и статическими 

условиями, соответствующими способу закрепления концов стержня. Послед-

ние записываются с использованием физических зависимостей (4), (13), (19). 

Выводы 

Таким образом, полученные соотношения позволяют выполнять прибли-

женные постановки и решения разнообразных краевых прямых и обратных за-

дач, в числе которых: выявление напряженно-деформированного состояния 

композитного стержня при термосиловом воздействии, оценка его прочности 

и жесткости, выявление рациональных геометрических и структурных пара-

метров неоднородной структуры стержня, оптимизационные задачи. 
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