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К ВОПРОСУ О ДИССИПАТИВНОСТИ ДЕФОРМИРОВАНИЯ  

БАЛОК ПРОЛЕТНЫХ СТРОЕНИЙ МОСТОВ 

В статье рассмотрены вопросы диссипации энергии колебательных процессов в рамках 

внутренней и внешней границ деформирования. Предложена зависимость между скоро-

стью диссипации колебаний и углом сдвига вектора напряжений и деформаций. Исполь-

зование гипотезы В. Фойгта позволило записать зависимость между внутренним сопро-

тивлением и скоростью перемещения системы. Рассмотрены вопросы проявления приспо-

собляемости в системе в упругой и упруго-пластической стадии работы на основе 

принципа Кармана. Уточнены условия по определению коэффициента учета диссипатив-

ности колебаний балок пролетных строений на стадии их динамического регулирования. 
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DISSIPATIVE DEFORMATION OF BRIDGE SPAN BEAMS 

The paper presents with the problem of the energy dissipation of oscillatory processes within the 

internal and external boundaries of deformation. The dependency is obtained for the oscillation 

dissipation rate and the shear angle of stress vector and deformations. The Voight hypothesis al-

lows constructing the dependence between the internal resistance and the rate of the system dis-

placement. The problems of the system flexibility at the elastic and elasto-plastic stage are con-

sidered in this paper using the Karman principle. The conditions of the dissipation factor are iden-

tified for the bridge span beams at a stage of their dynamic loading. 

Keywords: bridge span; system oscillations; deflection; energy dissipation; bend-

ing moment; stress-strain state. 

При колебаниях пролетных строений мостов наряду с индукционными 

силами и упругими реакциями выделяют усилия от внутреннего неупругого 

(упругопластического) деформирования материла. Эти усилия не оказывают 

никакого влияния на свободные колебания, но существенно сказываются на 

вынужденных колебаниях системы. Уравнение вынужденных колебаний с уче-

том внутреннего неупругого поведения конструкции в общем виде имеет вид 

 
( ),

,
( ).

my ky P t

f f EI

  


 
 (1) 

где m  – масса системы (автомобиль + балки пролетного строения); k  – ко-

эффициент жесткости системы, или реакция системы в точке приложения 

P(t); tP = врP  – нагрузка, изменяющая свое местоположение во времени; y – 

прогиб балок пролетного строения; y = g – ускорение массы системы (авто-

мобиль + балки пролетного строения). 

С учетом внутреннего неупругого сопротивления уравнение (1) примет вид 

 вр ,my y ky P    (2) 

где  – коэффициент затухания (вязкости) вынужденных колебаний за счет 

упругого сопротивления. 

Если принять, что сила внутреннего сопротивления принимается про-

порционально скорости перемещения системы по гипотезе В. Фойгта, тогда 

уравнение (2) будет иметь вид 

 2

вр вр2 ,y y P y g       (3) 

где 
2 ;kP

m
  2 ;

m
   ;y f  

вр
( ) ;

P

m
g t    – характеризует неупругое сопро-

тивление всей системы (автомобиль + балки пролетного строения); y  – уско-

рение массы системы. 

Тогда уравнение (2) принимаем в виде 
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Учитывая приспособляемость мостовых конструкций в процессе работы 

в упругой и упругопластической стадии, целесообразно рассматривать дисси-

пацию энергии колебательных процессов в рамках внутренней и внешней 

границ деформирования, каждая из которых функционально разрешима зави-

симостями между параметрами статического и динамического условий упру-

гости и пластичности [1, 2]. 

Общеизвестно, что процесс деформирования пролетного строения моста 

без каких-либо дополнительных доказательств считается приспособляемым. Об 

этом говорится в исследовании Н.С. Стрелецкого, Н.Л. Чернова, В.Т. Койтера 

и др. В стадии упругого динамического деформирования приспособляемость 

характеризуется отсутствием остаточных усилий и деформаций. 

Приспособляемость любой системы подтверждается наличием допу-

стимого регулируемого объема остаточных усилий и деформаций, не влияю-

щих на общий контур годографа усилий в системе, согласно принципу Кар-

мана, включая все стадии упругопластического статического и динамического 

деформирования конструкции. 

Минимальная граница диссипации энергии характеризуется равенством 

 max max min0,5 ,a g D g     (6) 

где a  – нижняя граница потенциала деформирования системы; max ,g  ming  – 

максимальное и минимальное усилия в системе; maxD  – граница диссипации 

энергии в стадии приспособляемости. 

В общем случае 
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где 
2

0 .
I

EI
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Для изгибаемых элементов 

 max

0 ,
M L

D k
EI


  (8) 

где M  – максимальное усилие в элементе от суммарного воздействия нагруз-

ки (автомобиль + пролетное строени); L  – длина пролета; EI  – жесткость 

балки пролетного строения; 0k  – коэффициент приспособляемости конструк-

ции. Для упругих систем 0k = 0,33. Для упругопластического деформирования 

0k = 0,56 [2]. 

Согласно исследованиям В.Т. Койтера, безразмерная величина диссипа-

ции энергии колеблющихся систем указывает на относительное значение при-

способляемости a  в зависимости от напряженно-деформированного состоя-

ния конструкции пролетного строения моста, а именно 

 00,5 .
k M L

a
EI

  
   (9) 
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Например: при М = 120 тм; L = 420 м; E = 2,110
6
 т/см

4
; I = 48 000 000 см

4
; 

maxD = 0,005; a = –0,0025. Диссипация энергии колебания и приспособляемо-

сти конструкции имеет место. 

На основании известной из работы [3] зависимости, определяющей 

энергию рассеивания единицей объема материала балки, подверженной коле-

бательному процессу, определим энергию рассеивания в балке пролетного 

строения в зоне упругопластических деформаций по формуле 

 
2

0
,
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 (10) 

где Z   – расстояние от н.о. Stb до крайней фибры нижнего пояса; 
1

η
;

n
k


  

E I  – жесткость балки пролетного строения в стадии упругопластического 

деформирования [4]; β  – определяется из работы [1]. 

Принимая в качестве исходной гипотезы рассеивание только потенци-

альной энергии, формулу, определяющую характеристику рассеивания ( ),  

получим в виде, аналогичном формуле Клапейрона: 

 
П

( ) ,
2 n T


 

 
 (11) 

где П  – рассеивание потенциальной энергии по Симпсону, 
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T  – период колебаний; ,  n   – константа материала. 

Тогда амплитудное значение изгибающего момента, соответствующего 

фазе рассеяния потенциальной энергии, равно 
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 (13) 

Вместо зависимости (7), учитывая разницу между скоростью диссипа-

ции энергии и внутренним трением в упругопластической стадии, справедли-

во выражение 

  
3

6
100 ,

EI a

m l


  


 (14) 

где m – масса балки, испытывающей диссипацию энергии;  – первая частота 

собственных колебаний балки, 

 
2

2
.

EI
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  (15) 

Принимая коэффициент диссипации потенциальной энергии колебаний 

балок пролетного строения аналогичным коэффициенту Реллея ( ), равному 
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удвоенному логарифмическому декременту затухания колебаний   сТ    , 

будем иметь коэффициент затухания   равным 
с 1

1
.k

n

k

A

Т A
l



 

Тогда  c2 2 .T       (16) 

Если принять ,iA

Y
   iA  – амплитуда колебаний от прилагаемой 

нагрузки в упругой стадии, тогда коэффициент затухания   равен 

 max ,
i

A

y
 


 (17) 

где maxA  – максимальная амплитуда колебаний от нагрузки;   – частота колеба-

ний; iy  – величина перемещения балки в направлении приложенной нагрузки. 

Потеря энергии за цикл колебания равна 

 0 ,
iy


 


 (18) 

где 
2

0 2 ;K y      ;K E I    – коэффициент затухания. 

При   2

max

1

400
;

M

B
y f SL L    

400
.

L
A   

С учетом свойств комбинированного параметрического резонанса поте-

ря энергии или диссипация колебательного процесса при поперечном изгибе 

балок пролетных строений мостов (6) принимает вид 
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где 
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  iM  – суммарный изгибающий момент 

в системе; iZ – расстояние от н.о stbS  до крайней фибры нижнего пояса балки; 

EJ – жесткость балки пролетного строения. 

Зависимость между скоростью диссипации колебаний и углом сдвига 

вектора напряжений и деформаций в упругопластичной стадии работы балок 

может быть представлена в виде 
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где 

1
2

упр ;
G

V
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2
;
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3
;

E
G     – удельная плотность материала 

конструкции;   – коэффициент Ляме. 

На основании исследований С.А. Берштейна и С.А. Ильясевича при 

определении коэффициента учета диссипативности колебаний балок в усло-

виях их динамического регулирования  следует руководствоваться следую-

щими условиями для Д( ) :  
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– не зависит от статического напряжения; 

– не зависит от формы и гармоники колебательного процесса; 

– остается постоянными при 
д ст ;    

– для сталежелезобетонных балочных мостов рекомендуется Д( )  при-

нимать 0,17.  
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