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ЗАДАЧИ СИНТЕЗА В ТЕОРИИ СООРУЖЕНИЙ  

(КРАТКИЙ ИСТОРИЧЕСКИЙ ОБЗОР) 

История развития оптимального проектирования насчитывает уже почти четыре сто-

летия. За это время менялись подходы к задачам оптимизации, возникали все новые ме-

тоды их решения, уточнялись целевые установки и ограничения решаемых задач. Сам 

процесс развития проблемы оказывается весьма поучительным, поскольку выявляет не-

которые общие тенденции научно-технического творчества в целом. 

Предлагаемый обзор ни в коем случае не претендует на полноту. Кроме того в нем 

практически отсутствуют указания на решенные задачи, относящиеся к конкретным ви-

дам конструкций (за исключением самых первых пионерных работ), а основное внима-

ние уделено развитию «инструментальной составляющей» оптимального проектирова-

ния и идейной стороне проблемы. 
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SYNTHESIS PROBLEMS IN THE THEORY OF STRUCTURES  

(BRIEF HISTORICAL REVIEW) 

The history of the optimum design development dates back almost four centuries. During this 

period, approaches to the problem of optimization have been changed, new methods of their 

solution appeared, purpose functions and constraints of this problem have been specified more 

accurately. The process of the problem development is rather instructive, as it shows some 

general trends in scientific and technical creativity as a whole. 

This paper is not fully exhaustive. Moreover, does not contain recommendations related to specif-

ic types of structures (except for the pioneering works). The main attention is paid to the devel-

opment of «instrumental component» of the optimum design and ideology of the problem. 
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Введение 

При проектировании строительных конструкций перед инженером ста-

вится задача соблюдения таких требований, как прочность, жесткость, устой-

чивость, долговечность, экономичность, технологичность, продолжитель-

ность сроков проектирования и строительства, использование определенных 

ресурсов и материалов. Все эти требования имеют весьма противоречивый 

характер, поэтому оптимизация проекта является главной целью каждого ин-

женера, который стремится создать отдельный элемент, конструкцию или со-

оружение, удовлетворяющие определенным критериям. 

Проблемы оптимального проектирования давно привлекают большое 

внимание, им посвящено значительное число работ, а история развития оп-

тимального проектирования насчитывает уже почти четыре столетия и вос-

ходит к основополагающей для строительной механики работе Галилео Га-

лилея [94]. Настоящая работа не ставит своей целью дать исчерпывающую 

историю развития проблемы со всеми ее ответвлениями в разнообразные 

области и приложения. Этот обзор можно считать историческим приложе-

нием к работе [29]. Представляется, что самостоятельный интерес может 

представить история возникновения и развития основных идей, которую 

можно проиллюстрировать, остановившись, главным образом, на стержне-

вых системах, долгое время являвшихся единственным объектом исследова-

ния в строительной механике. 

Более того, даже среди стержневых систем можно выделить фермы, ко-

торые обладают той особенностью, что каждый элемент системы характери-

зуется только одним параметром: площадью поперечного сечения (аналогич-

ная ситуация реализуется в случае трехслойных изгибаемых систем, если 

толщина заполнителя задана, а определению подлежат одинаковые сверху 

и снизу толщины несущих пластин [127]). Эта особенность существенно 

упрощает анализ, и именно на ферменных конструкциях отрабатывались ос-

новные приемы решения задач оптимизации. Такого рода подход позволяет 

описать историю развития в «чистом» виде, т. е. без влияния многих дополни-

тельных факторов, важных с практической точки зрения, но сильно усложня-

ющих анализ. 

Сказанное не означает, что другие задачи оптимизации в каком-то 

смысле являются второстепенными. Более того, целые классы задач оптими-

зации, например такие, как поиск оптимальной конфигурации трехмерного 

упругого тела [3] или отыскание оптимального очертания поверхности тонкой 

оболочки [73], которые остаются за пределами рассмотрения, весьма важны. 

Но задачи такого рода, где конструкция описывается дифференциальными 

уравнениями в частных производных, связаны с математическими идеями 

другого рода и в этом смысле лежат несколько в стороне от тематики настоя-

щего очерка. Исключение составляют лищь те варианты упомянутых задач, 

где используется переход к дискретным переменным, например, путем при-

менения метода конечных элементов. 
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О чем пойдет речь 

Классическая теория сооружений традиционно ориентирована на анализ 

напряженно-деформированного состояния. Однако издавна наряду с этим 
направлением присутствовали элементы синтетического направления, связан-
ного с такими проблемами, как оптимальное проектирование и как решение 
обратных задач строительной механики. Указанные проблемы не эквивалент-
ны, поскольку при решении обратных задач строительной механики может от-
сутствовать цель достичь некоторого наилучшего (оптимального) решения или 

получить для рассматриваемой системы некоторое экстремальное свойство. 
Напряженно-деформированное состояние некоторой системы (для про-

стоты ограничиваемся стержневыми конструкциями), поиск которого являет-
ся прямой задачей строительной механики, можно найти, если известны: 

– топологическая схема и геометрические размеры конструкции; 
– опорные закрепления и другие условия связи; 

– типы сечений и их размеры; 
– физическая модель работы материала; 
– внешние воздействия. 
Все эти данные определяются некоторым набором параметров, и если 

не заданы все они, то можно задаться некоторыми элементами напряженно-
деформированного состояния, а остальные его элементы и неизвестные пара-

метры конструкции подобрать так, чтобы задача оказалась полностью решен-
ной. Такая задача строительной механики называется обратной. 

Обратная задача часто не имеет единственного решения, и ее условиям 
может удовлетворять целое множество значений разыскиваемых параметров. 
В этих случаях условия обратной задачи часто доопределяются требованием 
выбора наилучшего в некотором смысле варианта решения, и возникает зада-

ча оптимального проектирования. 
Чаще всего отыскивается решение, оптимальное с точки зрения расхода 

материала или с другим экономическим показателем. Но в обратной задаче не 
обязательно исходят из условия оптимальности, здесь для поиска искомых 
параметров часто используют условия принадлежности к некоторому классу 
систем с некоторыми желательными свойствами (равнопрочность, постоян-

ство распределения по системе упругой удельной деформации, требование 
о принадлежности частот собственных колебаний некоторому желательному 
диапазону или др.). 

Однако необязательность не является условием отсутствия, поэтому из-
вестны обратные задачи, в которых неизвестные параметры отыскиваются для 
системы с экстремальными свойствами, и это не обязательно свойства мини-

мума веса или стоимости. Типичным примером может служить задача о поис-
ке системы с заданным расходом материала, которая выдерживает макси-
мальную нагрузку (так называемая задача складирования). Или можно еще 
назвать пример задачи об отыскании мест установки дополнительных опор 
(из числа заранее разрешенных позиций), максимально увеличивающих кри-
тическую нагрузку потери устойчивости. 

Если же говорить об экономических целях, то имеется целый ряд все 

усложняющихся и уточняющихся постановок задачи, образующих цепочку: 
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минимум объема (веса), минимум стоимости материала, минимум себестои-

мости конструкции, минимум первоначальных и эксплуатационных затрат на 

протяжении всего жизненного цикла. Но полезно отметить, что всякого рода 

уточнения целевых показателей не всегда существенно сказываются на ре-

зультате, поэтому здесь уместно прибегнуть к весьма интересному замеча-

нию, сделанному в книге [64] относительно реакции инженера и математика 

на результат оптимизации. В качестве иллюстрации рассмотрим известную 

задачу об оптимальной высоте стальной двутавровой балки, для которой по-

казано, что изменение оптимальной высоты opth  на 20 % в ту или иную сторо-

ну приводит к увеличению массы ее погонного метра всего на 3–4 %. 

С точки зрения математика, невязка отсчитывается по оси h, и поэтому 

точки 0,8hopt и 1,2hopt рассматриваются как очень грубое приближение из-за их 

значительного удаления от глобального минимума функции цели (рис. 1). 

А с точки зрения инженера, четырехпроцентное отклонение от глобального 

минимума функции цели можно считать хорошим приближением к оптималь-

ному проекту, и, учитывая приемлемость для практики полученного результа-

та, проектировщик не должен упускать эту благоприятную возможность при 

выборе решения поставленной задачи проектирования. 

 

 
 

Рис. 1. Две точки зрения на задачу оптимизации 

 

Эта идея, по-видимому, впервые высказана и широко рассматривалась 

В.Н. Гордеевым, который предложил вместо отыскания точки экстремума 

разыскивать, а затем более детально анализировать все множество решений, 

примыкающих к этой точке [17, 71]. Поскольку большинство реальных опти-

мизационных задач обладают «пологим экстремумом», т. е. даже заметное 

отступление от идеального решения не намного меняет значение целевой 

функции, то это дает возможность, не выходя в пространстве параметров про-

ектирования из множества решений, близких к оптимальному, учитывать до-

полнительные трудно формализуемые условия (например, дискретность неко-

торых параметров). 

Начало пути 

Попытки решения задач оптимизации предпринимались еще в древно-

сти. Так, уже во времена Пифагора было известно, что фигура, имеющая 
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наименьшее отношение периметра к площади, – это круг. В 1638 г. Галилей, 

положивший начало науке о прочности, продемонстрировал параболическую 

форму балки равного сопротивления [94]. При этом использовалась идея рав-

нонапряженности, которую Галилей, очевидно, полагал вполне естественной 

для рассматриваемой задачи и которая в будущем нашла себе многочислен-

ных последователей. 

В 1807 г. Томас Юнг указал, что оптимальная форма шарнирно опертой 

балки бесполезна ввиду ее нулевой высоты на опорах. Он предложил опреде-

лить форму балки по соседству от опоры посредством тангенса угла наклона 

к теоретической линии очертания изгибаемой балки, предвосхитив в некото-

ром роде формулу Журавского для поперечной силы [145]. 

Но первая четко сформулированная задача оптимального проектирования 

стержневых конструкций была поставлена и решена Лагранжем в 1770–1773 гг. 

Это была задача о колонне наименьшего веса, жестко заделанной на одном 

конце и загруженной сжимающей силой на другом [111]. 

Определялась форма колонны, отвечающая минимуму веса при задан-

ной продольной силе. Решение Лагранжа было ошибочным, и неточность, ко-

торая в нем содержалась, была устранена лишь через восемьдесят лет в работе 

русского академика T. Клаузена [82], который нашел оптимальную форму ко-

лонны (рис. 2, а), у которой при приближении к вершине стержня толщина 

стремится к нулю, а напряжения неограниченно возрастают. Для устранения 

этой особенности E.Л. Николаи [39] ввел дополнительное ограничение на ве-

личины допустимых напряжений. Полученное в этом случае распределение 

толщин представлено на рис. 2, б. 

 

 
 

Рис. 2. Решение задачи Лагранжа 

а б 
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И.П. Кулибин 

Продолжили исследование этой задачи Н.Г. Ченцов [68] и др.
1
 Было про-

ведено подробное исследование данной задачи для различных типов стержней 

и условий закрепления. При этом рассматривалась как указанная задача ми-

нимизации веса стержня при фиксированной величине силы потери устойчи-

вости, так и двойственная к ней задача максимизации критической силы при 

условии, что объем задан. 

Подход Лагранжа, когда явно формулируется задача поиска механиче-

ской системы, обладающей определенными наперед заданными свойствами 

(в данном случае минимальным весом), позволяет считать Лагранжа основа-

телем направления в строительной механике, ориентированного на решение 

задач синтеза. Кроме того, использование Лагранжем вариационного исчис-

ления для решения таких задач надолго определило господство этого метода 

при решении задач синтеза. 

Работы Галилея и Лагранжа имели академический характер и никаким 

образом не ориентировались на техническое применение. Эта ситуация со-

хранялась еще очень долго, и задачи синтеза были лишь некоторыми упраж-

нениями в быстро развивающемся вариационном исчислении. 

Но было одно исключение, которое связано с интересом к расчету мосто-

вых сводов, стимулировавшее исследования, относящиеся к арочным систе-

мам. Одним из наиболее интересных вопросов теории арок является вопрос 

о так называемой рациональной форме оси арки, т. е. о подборе наивыгод-

нейших геометрических параметров оси арки и ее поперечных сечений. Этот 

вопрос очень давно привлекал к себе внимание инженеров и породил обшир-

ную литературу. 

Одним из ярких примеров может служить проект 

моста через Неву, представленный в 1772 г. И.П. Ку-

либиным. Он принял очертание арки по форме экспе-

риментально изученного им веревочного многоуголь-

ника, справедливо полагая, что арка такой формы бу-

дет работать только на осевое давление. Следует 

отметить, что это суждение Кулибина нельзя полагать 

пионерным. Более чем за сто лет до Кулибина специ-

алист по экспериментам Королевского общества Ро-

берт Гук опубликовал анаграмму, которая расшифро-

вывалась в текст: 
«Как провисает гибкая линия, так же, но в перевернутом виде получит-

ся жесткая арка» [105]. 
Первую попытку аналитически определить очертание арки по кривой 

давления предпринял в 1787 г. Салимбени, однако его решение содержало 

ошибку, поскольку он полагал, что кривая давления совпадает с осью свода 

                                                           
1 В послевоенные годы задача Лагранжа стала популярной в США. Клиффорд Трусделл, 

не зная о Т. Клаузене и его российских последователях, предложил задачу Лагранжа для реше-

ния американским ученым Дж. Келлеру и Г. Вайнбергеру. Оба ученых с этой задачей успешно 

справились. Однако работа Г. Вайнбергера осталась неопубликованной, а Дж. Келлер не только 

повторил решение Клаузена, но и показал, что для выпуклых поперечных сечений оптимальная 

колонна имеет форму равностороннего треугольника. 
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при любой его форме [132]. Прошло еще около шестидесяти лет, пока Вил-

ларсо правильно решил задачу о создании свода, ось которого совпадает 

с кривой давления [141]. 

Уже в начале ХХ в. были решены многие задачи об оптимальных арках. 

Особенно интенсивно исследовался вопрос об определении рациональной оси 

арки заданного пролѐта и заданной стрелы подъѐма, при которой требуемые 

условиями прочности поперечные сечения арки будут наименьшими [6, 7]. 

Дальнейшие исследования этой задачи уточняли ее постановку. Так, 

В.И. Руднев выдвинул новую точку зрения на рациональную ось, установив 

для арок конечной толщины различие между очертанием по кривой давления, 

вдоль которой M = 0, но Q ≠ 0, очертанием по векториальной кривой, вдоль 

которой Q = 0, но M ≠ 0, и очертанием по промежуточной кривой. Для тонкой 

арки можно искать очертание по веревочной кривой, вдоль которой M = 0  

и Q = 0. Для ряда интегрируемых случаев В.И. Руднев вывел уравнения этих 

кривых, относящихся к симметричным аркам, находящимся под вертикальной 

нагрузкой [53]. 

Исследования, посвященные поиску рационального очертания оси арки, 

были продолжены в работах [19, 24, 57, 63] и др. Но задача об арке была 

не единственной из числа оптимизационных, которыми интересовались иссле-

дователи в конце XIX и в первой половине ХХ в. Так, инженер Г.С. Семиколе-

нов применительно к неразрезным балкам ставил задачу «...придумать такую 

систему устройств мостовых покрытий, чтобы избежать невыгод, пред-

ставленных ими, и по возможности сохранять их существенную выгоду, сбе-

режение в материале» [54]. В своих «уравновешенных» многопролетных бал-

ках он отыскивал места оптимального размещения шарниров, улучшив таким 

образом консольно-балочную систему мостов, предложенную Гербером [97]. 

В связи с разработкой сортаментов металлопроката большой интерес вы-

звала проблема оптимизации формы поперечного сечения изгибаемого 

стержня. Одним из первых была опубликована работа [45]. В этой работе ав-

тор впервые обосновал общий метод анализа профилей, создал основы теории 

сортамента. Пользуясь удельным моментом сопротивления 
3/2/k W A , 

Э.Р. Пацкевич установил, что «балка тем лучше работает на изгиб, чем 

больше k, и что по k можно проверить не только прочность, но и рациональ-

ность сечения». Рассматривая профили с равными удельными моментами со-

противления, автор делает вывод, что подобные профили представляют част-

ный случай профилей равного удельного сопротивления. Равенство удельных 

моментов сопротивления обусловлено равенством отношений линейных раз-

меров (удельные моменты сопротивления зависят лишь от формы профиля). 

Позже подход Пацкевича с некоторыми усовершенствованиями применил 

Ф.С. Ясинский, который использовал его при создании Русского нормального 

метрического сортамента [72]. В 1924 г. Н.П. Пузыревский вводит понятие 

о теоретическом весе сооружения, которое сыграло важную роль 

в дальнейших исследованиях [48]. 

К рассматриваемой проблеме близко примыкает поиск закономерностей, 

которыми обладают построенные сооружения различного типа. Так система-

тическое сопоставление различных схем мостовых сооружений с целью выбо-
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ра наилучшего решения началось с работы Э. Колингтона [83], анализ был 

продолжен в работах Гейнцерлинга [101], Дирксена [84], Н.Б. Богуславского 

[8], Е.О. Патона [44], Н.С. Стрелецкого [60, 61]. В частности, в упомянутой 

работе С.Н. Стрелецкого, в основу которой положен анализ проектных реше-

ний по 320 мостам, были высказаны и некоторые общие теоретические поло-

жения, которые были позже развиты применительно к сооружениям других 

типов как самим Н.С. Стрелецким, так и учеными его школы. 

Это направление исследований в какой-то мере является не теоретиче-

ским, а экспериментальным, поскольку можно полагать, что каждое реаль-

ное сооружение является единичным экспериментом, хотя и специально 

не запланированным для исследования закономерности поведения всей со-

вокупности однотипных конструкций. Однако множественность такого рода 

экспериментальных данных позволяет использовать их для выявления скры-

тых закономерностей. 

Сам процесс проектирования в значительной степени является неформа-

лизованным экспериментом в смысле решения некоторой конкретной задачи. 

Данные указанных экспериментов с отдаленных времен составили фонд для 

набора рациональных действий, хотя такие эксперименты, вообще говоря, 

приводят к случайным результатам, и время, посвященное бесполезным или 

неудачным экспериментам, иногда составляет сотни лет. Например, поиск 

рациональной схемы для решеток мостовой фермы был длительным процес-

сом, который, начавшись с римских деревянных арок, через многие странные 

формы, такие как схемы Боллмана, Финка и Лонга [47], привел к современ-

ным структурам. 

Возникновение теории 

Упомянутые выше исследования были разрозненными подступами к со-

зданию некоторой более или менее общей теории оптимизации, теории, по-

требность в которой начала ощущаться в 20-х гг. ХХ в. и которая уже неявно, 

в зачаточном виде наблюдается, например, в работах по исследованию зако-

номерностей, заключенных в построенных сооружениях. 

Равнопрочность и метод заданных напряжений. В основу такой тео-

рии легла идея равнопрочности, или конструкции, у которой для всех расчет-

ных сечений требование прочности выполняется в форме равенства (реализу-

ются заданные напряжения). То есть целью синтеза конструкции объявлялось 

достижение равнопрочности. 

Предшественником указанного подхода можно 

считать Мориса Леви. В работе [113] он установил, что 

объем стержней статически неопределимой равнопроч-

ной фермы будет таким же, как у стержней статически 

определимой фермы, образованной из заданной путем 

удаления лишних связей. Кроме того, в этой работе было 

показано, что теоретический вес равнопрочной фермы 

пропорционален потенциальной энергии деформаций. 

Что касается Леви, то, исследуя свойства равно-

прочной конструкции, он не предполагал, что поиск та- Морис Леви 



78 А.В. Перельмутер  

ких конструкций может стать достаточно общим подходом к проблеме опти-

мизации, некоторым новым методом строительной механики. Напомним, что 

понятие равнопрочности ввел еще Г. Галилей, который определил форму рав-

нопрочной балки. Им рассматривался случай изгиба консольной балки под 

действием сосредоточенной силы, приложенной к свободному концу, и было 

показано, что условие равнопрочности выполняется, если высота балки h ме-

няется по параболическому закону. 

Как оказалось впоследствии, задача о форме балки минимального веса 

при условии, что нормальные напряжения не превосходят заданной величины 

0, сводится к задаче, решенной Г. Галилеем. Таким образом, равнопрочная 

консольная балка в то же время является балкой минимального веса. Были 

найдены и другие примеры, когда условие равнопрочности обеспечивает ми-

нимальный вес конструкции. 

Это обстоятельство во многом определило интерес к отысканию равно-

прочных конструкций, задача, которая имеет смысл в случае одного нагружения. 

Первые общие работы в области поиска равнопрочных стержневых кон-

струкций принадлежат А. Пиппарду [123] и Г. Гейману [100]. Они содержали 

рецептурное описание метода расчета статически неопределимых ферм, со-

стоящего в том, что задаются усилия в лишних (условно необходимых) 

стержнях, с учетом которых сечения всех других стержней подбираются из 

условия равенства напряжения в них предельному значению. Таким образом 

ферма (за исключением лишних стержней) оказывается «полнонапряженной». 

Ни Пиппард, ни Гейман не заметили возможность получения противоречиво-

го решения, когда рассчитанная таким способом ферма получает знаки усилий 

в лишних стержнях, противоположные заданным. 

Полное обоснование метода и анализ как положи-

тельных, так и отрицательных его сторон были выполне-

ны в классической работе И.М. Рабиновича, опублико-

ванной в 1933 г. Его монография [49] оказала огромное 

влияние на дальнейшее развитие синтетического направ-

ления в строительной механике. В ней были изучены во-

просы изменения деформаций, усилий и площадей попе-

речных сечений стержней и установлены пределы таких 

изменений. 

Критерием оптимальности являлась равнопрочность 

основных стержней. Было доказано важное предложение 

о возможности создания фермы наименьшего веса при условии использования 

предварительного напряжения (значительно позже этот результат был переот-

крыт Хофмейстером и Фелтоном [104]). 

Была обобщена теорема Мориса Леви об образовании статически 

неопределимой фермы наименьшего веса путем ее превращения в статически 

определимую за счет обращения в нуль усилий в некоторых условно необхо-

димых стержнях. Подробно разобраны случаи образования противоречий при 

неудачном задании усилий в лишних стержнях. 

Нетривиальной проблемой, возникшей в связи с методом заданных 

напряжений, была следующая. Поскольку для статически неопределимых си-

И.М. Рабинович 
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стем предлагалось задаться усилиями в лишних стержнях, то следовало знать 

допустимые пределы их изменения (выход за эти пределы приводил к отрица-

тельным значениям площадей). Некоторые рекомендации по этому поводу 

даны в 1938 и в 1952 гг. Хуберяном [65–67], развивавшем метод заданных 

напряжений, позже к проблеме допустимых пределов обращались и другие 

исследователи [21, 56]. 

Другая проблема метода заданных напряжений связана с необходимо-

стью оперирования абсолютными значениями усилий, поскольку именно от 

них зависели значения искомых геометрических характеристик сечений 

(площадей, моментов сопротивления и т. п.). Этой проблеме обязаны своим 

появлением «модулярные функции» Ю.А. Радцига [50], 

с помощью которых решалась задача о наивыгоднейшем 

исключении лишних связей, или «функции перемен знака» 

А.И. Виноградова [10], определяющие места нулевых точек 

эпюры моментов в оптимальных стержневых системах 

с преобладающим изгибом. 

А.И. Виноградов впервые решил вопрос о расчете по 

заданным напряжениям на действие временных нагрузок 

и впервые ввел понятие о наивыгоднейших линиях влияния. 

Он и в дальнейшем интенсивно развивал теорию обратных 

задач, используя введенное им в обращение понятие о множестве конструк-

ций с заданным очертанием осей, для которого разыскивается наивыгодней-

шее (с точки зрения минимизации веса) распределение внутренних усилий. 

Было доказано, что минимум веса достигается на некотором подмножестве 

этого множества. 

При этом могут реализоваться не только системы без лишних связей, но 

и некоторые статически неопределимые решения без предварительного 

напряжения [11]. 

Кроме исследований Виноградова ряд работ, разви-

вающих метод заданных напряжений, был выполнен 

К.М. Хуберяном. В своей работе [65] он предложил при 

разработке практической схемы расчета сохранить наивы-

годнейшее распределение напряжений, отказавшись от 

наивыгоднейшего распределения усилий. В другой своей 

работе [66] метод расчета фермы по заданным напряжени-

ям распространен на многократно статически неопредели-

мые фермы при постоянном и при временном загружении. 

Позже К.М. Хуберян изучает применение метода за-

данных напряжений к статически неопределимым фермам с крестовой решет-

кой и находит значительное упрощение задачи для рассматриваемого им 

частного случая. 

Итак, статически неопределимая ферма минимального веса может быть 

реализована только в исключительных случаях, в отличие от конструкций, 

элементы которых испытывают неоднородное напряженное состояние. Такие 

конструкции всегда можно сделать равнопрочными, если менять форму попе-

речного сечения элементов [15]. 

А.И. Виноградов 

К.М. Хуберян 
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Правда, при этом могут быть получены конструкции весьма экзотиче-

ского вида. Пример проектирования портальной рамы, для которой разыски-

ваются размеры поперечного сечения и ориентация его главных осей, показан 

на рис. 3. Если же отказаться от поиска угла поворота сечения, полагая 

направление главных осей фиксированным, то также можно найти равно-

прочное решение, которое оказывается на 23,4 % тяжелее. 

 

 
 

Рис. 3. Оптимальное распределение материала вдоль оси рамы: 

а – схема рамы; б – тип поперечного сечения; в – решение задачи 

 

Наряду с условием равнопрочности в качестве критерия рационально-

сти конструкции стали использовать условия равноустойчивости, постоянства 

удельной потенциальной энергии упругой деформации и др. 

Опора на потенциальную энергию. Энергетические характеристики 

оптимальных конструкций могут использоваться как критерии, обеспечива-

ющие минимальный вес, и служить основой для построения методов их син-

теза. При этом задача о поиске минимума заменяется задачей о синтезе систем 

с заранее заданными свойствами. 

Так, для полностью напряженной ферменной конструкции, у которой 

площадь поперечного сечения любого стержня выражается через усилие в нем 

iN  и допускаемое напряжение 0  как 0i iA N  , потенциальная энергия 

деформаций равна 

а б 

в 
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Сравнивая эти выражения, нетрудно заметить, что U kV , где 
2
0 2k E  . На факт пропорциональности, по-видимому, впервые обратил 

внимание А. Мичелл [116]. Эта связь послужила отправной точкой для 

А.И. Кефели для вычисления наименьшего теоретического объема фермы, 

который определялся из условий минимума энергии деформаций [23]. 

Кроме условия пропорциональности было обнаружено, что минимум 

объема можно получить, если удается достигнуть равномерного по конструк-

ции распределения удельной потенциальной энергии деформаций. Действи-

тельно постоянный для всей конструкции коэффициент 2
0 2k E    

  0 0 02 2E      равен плотности потенциальной энергии деформаций. 

Но исследование Кефели не нашли тогда своего про-

должения, и только через десятилетие книга З. Васютынь-

ского [142] положила начало целой серии работ в области 

теории оптимальных систем, основанных на связи между 

перераспределением материала в упругой линейно дефор-

мируемой системе и потенциальной энергией деформаций. 

Васютыньский поставил своею целью решение за-

дачи проектирования конструкции на минимум потенциа-

ла упругих деформаций при сохранении постоянного объ-

ема материала [143]. Это направление позволило также 

изучать вопросы синтеза инженерных сооружений, чему был посвящен ряд 

интересных работ группы польских ученых, возглавляемых 3. Васютынь-

ским ([76–78, 99] и др.) 

Большое значение для обобщения результатов, обнаруженных сперва 

для ферменных конструкций, имела работа Е.Ф. Мазура [114], в которой он 

доказал, что прочность упругой конструкции заданного веса является мини-

мальной, если удельная энергия деформаций в «расчетных волокнах» посто-

янна по всей системе. 

При этом под расчетными волокнами понимаются бесконечно малые 

участки поперечного сечения, на напряженное состояние которых имеют вли-

яние малые изменения параметров конструкции. Некоторые работы по опти-

мизации лишь по форме отличались от исследований, в которых оптимизация 

связана с потенциальной энергией деформаций Так, А.А. Комаров предложил 

в основу своих исследований идею, что всякая конструкция предназначена 

для восприятия некоторых внешних нагрузок и передачи их на опорные за-

крепления, следовательно, выгодность проектируемой силовой схемы будет 

зависеть от величины передаваемых усилий и от длины путей, по которым 

происходит эта передача [25, 26]. В связи с этим сравнение вариантов силовой 

З. Васютыньский 
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схемы осуществлялось через особую характеристику конструкции – ее «сило-

вой вес» М. Он одновременно учитывает оба качества передачи сил – величи-

ну и протяженность действия внутренних усилий в конструкции. И чем 

меньше его величина, тем более совершенна силовая схема. 

Однако, как говорится, новое есть основательно забытое старое. Почти 

на сто лет ранее К. Калман [79] предложил располагать узлы фермы таким 

образом, чтобы минимизировать величину i iM N l . Но величина сило-

вого веса М пропорциональна потенциальной энергии. Действительно, выра-

жение для энергии 
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Так что и работы А.А. Комарова следует отнести к энергетическому 

направлению оптимизации. 

Оптимизация как задача математического программирования. 

Первый метод отыскания пластических рамных систем минимального веса 

был предложен Жаком Хейманом [103]. Он основывался на исследовании 

возможных механизмов разрушения и сопоставлении соответствующих им 

весов. Поскольку рассматривались неразрезные балки и рамы, на которые 

действуют только сосредоточенные силы, то построение таких механизмов 

не вызывало затруднений. Кроме того, полагалось, что вес единицы длины 

стержня пропорционален предельному пластическому моменту. Несколько 

позже В. Прагер рассмотрел случай, когда вес единицы длины пропорциона-

лен некоторой степени (меньшей, чем единица) предельного момента [126]. 

Важные теоремы о верхнем и нижнем пределе для минимального веса 

рамных конструкций были доказаны Фолкисом [89, 90], который ввел понятие 

механизма, соответствующего весу. Этот механизм характеризуется тем, что 

в уравнении работ коэффициенты при каждом предельном пластическом мо-

менте такие же, как и в выражении для веса. Теоремы Фолкиса утверждают, 

что если механизм, соответствующий весу, не обеспечивает появления стати-

чески допустимого и безопасного распределения усилий, то вес такой рамы 

будет меньше веса оптимальной конструкции. И наоборот, если в этом меха-

низме реализуется статически допустимое и безопасное распределение уси-

лий, то вес такой рамы больше или равняется минимальному весу. 

Исходя из этих теорем, Фолкис пришел к использованию линейного 

программирования в задачах оптимального проектирования. Его подход за-

ключался в нахождении конструкции минимального веса при недопущении 

пластического разрушения конструкции. В этих условиях значительный 

класс задач оптимизации конструкции можно сформулировать как задачи 

линейного программирования [88], при этом рассматривается только одно 

условие нагружения. 
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В 1958 г. Пирсон, развивая теорию пластического разрушения, обратил-

ся к задаче проектирования ферм и рам минимального веса при наличии не-

скольких вариантов нагружения [120]. Эта работа сыграла важную роль, по-

скольку использованный в ней подход послужил предтечей трех ключевых 

идей, которые впоследствии легли в основу разработки современных методов 

оптимизации конструкций, работающих за пределами упругости. Он состоят 

в том, что одновременно ищут оптимальный проект и критические схемы по-

явления пластических шарниров. 

Большое влияние на развитие современных методов оптимизации кон-

струкций оказала работа [108], в которой было показано, что для достаточно 

общего класса задач оптимального проектирования возможна постановка за-

дач нелинейного программирования, а также было признано фундаментальное 

значение ограничений в виде неравенств при корректной постановке задач 

оптимального проектирования конструкций. 

Но наиболее общий подход к решению задач опти-

мизации был предложен Л.А. Шмитом [134, 135]. Этим 

подходом для создания системы автоматического проек-

тирования вводится идея применения конечно-элемент-

ного расчета конструкций в связке с методами нелинейно-

го математического программирования. Общей постанов-

кой задачи, которая была выдвинута Шмитом, подчер-

кивалась важность учета неединственности различных 

условий нагружения и наложения ограничений по различ-

ным формам достижения предела несущей способности 

с использованием системы ограничений-неравенств. 

Другим важным аспектом, который учитывался в этой постановке за-

дачи, было наличие ограничений на минимальные и максимальные размеры 

элементов конструкции. Кроме того, Шмит указывал, что, в противополож-

ность широко распространенной точке зрения, проект статически неопреде-

лимой конструкции минимального веса, на который наложено только огра-

ничение по напряжению, не обязательно будет такой конструкцией, в кото-

рой каждый элемент нагружен полностью, по крайней мере, при одном из 

вариантов нагружения. 

В течение следующего десятилетия, с 1960 по 1970 гг., подход к реше-

нию задач оптимизации конструкций на основе нелинейного программирова-

ния применялся к самым разным задачам оптимизации и разработке вариан-

тов реализации алгоритмов нелинейного программирования. 

Были опробованы методы последовательной безусловной оптимизации 

[124], подход, использующий расширенные функции Лагранжа [98], метод 

проекций градиента Розена и различные модификации методов наискорей-

шего спуска [96, 117] и другие способы решения задачи нелинейного про-

граммирования. Выбираемый автором алгоритм оказывал существенное 

влияние и на формулировку задачи, и на то, что считалось ее решением, по-

скольку, как известно, методы нелинейного программирования в большин-

стве случаев не гарантируют достижения абсолютного минимума целевой 

функции по причине невыпуклости области допустимых решений. Эта ситу-

Л.А. Шмит 
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ация привела к применению методов целочисленного [138], динамического 

[107, 119] программирования и различных итерационных методов [130] даже 

для идентичных задач. 

К началу 70-х гг. стало очевидно, что имеющиеся возможности оптими-

зации конструкции на глобальном уровне, основанные на расчете по методу 

конечных элементов в сочетании с методикой математического программиро-

вания, требуют чрезвычайно больших затрат времени для решения задач про-

ектирования конструкций весьма ограниченных размеров. 

Полагали, что выход из создавшейся ситуации со-

стоит в использовании альтернативного подхода, идея 

которого была предложена в работе Прагера и Тейлора 

[127] и ставшего известным как «подход критериев оп-

тимальности». Этой методикой предусмотрено, что сна-

чала необходимо вывести условия, которым должен 

удовлетворять оптимальный проект. Затем разрабатыва-

ется алгоритм (как правило, итерационный), целью ко-

торого является поиск конструкции, удовлетворяющей 

установленным критериям, и тем самым достигается 

локальный минимум. 

В этом смысле методы, основанные на критериях оптимальности, попа-

дают в категорию непрямых методов оптимизации. В пионерной работе [127], 

например, рассмотрена задача поиска конструкции минимального веса 

с заданным значением виртуальной работы нагрузки Р(х) на прогибах у(х). 

Поскольку виртуальная работа нагрузки имеет заданное значение С, то прин-

цип минимума потенциальной энергии становится принципом минимума 

энергии деформаций, а последняя, как показано в этой работе, пропорцио-

нальна весу конструкции. Далее было показано, что подход такого рода может 

быть использован, когда рассматривается величина, которая характеризуется 

минимальным принципом строительной механики (например, использованной 

в указанной выше задаче работой внешних сил). 

Непрямые методы оптимизации использовались в задачах проектирова-

ния систем минимального весa [85, 109, 140], а также в ряде других задач, где 

можно было опереться на вариационные принципы строительной механики. 

К ним относятся, например, такие задачи, в которых в качестве критерия оп-

тимизации выступают: основная частота собственных колебаний [18], коэф-

фициент предельной нагрузки в случае пластического разрушения [70], вели-

чина критической силы потери устойчивости [139]. 

К этому же направлению примыкают исследования по проблеме рацио-

нальной расстановки связей в задачах устойчивости и собственных колебаний. 

Одной из первых работ этого направления была работа [9]. В работах [20, 31, 

40, 58] были обоснованы правила выбора мест постановки связей, максимально 

сдвигающих первую собственную частоту или критическую силу. Было обос-

новано их минимально необходимое количество. Показано, что установкой 

в стержневой системе s дополнительных связей можно повысить величину пер-

вой собственной частоты или критической силы максимально до значения  

(s + 1)-й. При этом связи должны быть поставлены в узловые точки формы соб-

В. Прагер 
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ственных колебаний (потери устойчивости), отвечающей (s + 1)-й собственной 

частоте (критической силе) системы без дополнительных связей. Были предло-

жены методы, позволяющие максимально повысить величину первой собствен-

ной частоты (критической силы) при минимальной суммарной жесткости до-

полнительных связей. 

В работе [30] рассмотрена другая постановка задачи, когда требуется 

выбрать из числа возможных места установки упругих дискретных связей 

и определить их жесткости таким образом, чтобы первая собственная частота 

(критическая нагрузка) достигала бы заранее заданного значения, конструк-

тивные ограничения соблюдались, а вес или объем материала дополнитель-

ных связей принимал бы минимальное значение. 

Решены задачи, связанные с необходимостью в одних случаях размещения 

на сооружении дополнительных грузов, а в других – со снятием части нагрузки. 

При этом изменение частоты собственных колебаний не должно выходить за 

установленные границы. В задаче о догружении сооружения ставится цель о раз-

мещении максимально возможной величины дополнительной нагрузки, не выво-

дящей уменьшенную частоту собственных колебаний за установленную границу. 

При этом величины каждого из дополнительных грузов ограничены. 

Иногда критерий оптимизации конструируется на основании интуитив-

ных соображений. Например, важнейшее требование, которому должна удо-

влетворять любая конструкция, сводится к необходимости соблюдения крите-

рия прочности в каждом элементе. Ограничение прочностных характеристик 

входит в число других ограничений, накладываемых на проект конструкции. 

На практике критерии прочности удовлетворяются с помощью концепции 

полностью напряженных конструкций (fully strenget); эта концепция явилась 

одним из первых критериев оптимальности. 

Трудно назвать автора идеи полностью напряженной конструкции, ко-

торая интуитивно казалась приводящей к системе наименьшего веса и была 

реализована во многих расчетных программах, но научный анализ этого во-

проса начался лишь во второй половине ХХ в. Интерес представляли соотно-

шения между полностью напряженной конструкцией и конструкцией мини-

мального веса, поскольку никакие очевидные отношения между ними явно 

не были видны. В работе [133] утверждалось, что проект минимального веса 

может быть отобран среди полностью напряженных конструкций. Но уже че-

рез два года было показано [134], что полностью напряженный проект 

не обязательно является проектом минимального веса, и даже при небольшом 

количестве условий нагружения метод полного напряжения может привести 

к неэффективному проекту. 

И, по-видимому, первой среди работ, которые четко проанализировали 

связь между полностью напряженной конструкцией и конструкцией мини-

мального веса была работа Р. Разани [129], в которой было показано, что ите-

рационный метод поиска полностью напряженной конструкции не всегда 

сходится к проекту минимального веса и найдено необходимое условие для 

эквивалентности двух методов проектирования. Позже А.И. Виноградов так-

же проанализировал сходимость прочностного перерасчета и показал на при-

мерах, что он может привести не к системе минимального веса [12]. 
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Используемое допущение о том, что у большинства практических кон-

струкций распределение усилий по элементам нечувствительно к размерам 

поперечных сечений этих элементов, является причиной того, что рассматри-

ваемый алгоритм для некоторых конструкций приводит не только к неопти-

мальному проекту, но и к проекту с неэффективным распределением усилий 

в элементах конструкции. Чтобы избавиться от этого недостатка, было пред-

ложено на каждой итерации изменять переменные проектирования всего 

лишь на несколько процентов, тогда к оптимальному проекту можно прийти 

всего лишь за 4–5 итераций [95]. 

Но по настоящему трудности решения больших задач оптимизации 

начали преодолеваться лишь при замене обшей задачи оптимизации кон-

струкций на последовательность относительно небольших явных приближен-

ных задач оптимизации конструкций. Реализация этого перехода достигалась 

за счет скоординированного использования концепций аппроксимирования, 

которыми предусматривалось: 

– уменьшение числа независимых переменных проектирования путем 

их объединения в группы; 

– уменьшение числа ограничений, которые учитывались на каждом эта-

пе временного отбрасывания неактивных и излишних ограничений; 

– построение высококачественных явных аппроксимаций для оставлен-

ных функций ограничений. 

Вообще говоря, это напоминает обычную практику проектирования, ко-

гда выполняется ряд шагов с постепенной детализацией и уточнением задачи. 

В начале 80-х гг. была сделана попытка создать новый мощный метод 

минимизации веса строительных конструкций, основанный на сочетании кон-

цепций аппроксимирования с двойственным методом [136]. 

Анализ этого подхода показывает, что для значительного класса задач 

оптимизации размеров конструкций минимального веса методы, основанные 

на обобщенных критериях оптимальности, и методы математического про-

граммирования образуют единый метод решения задач оптимизации кон-

струкций. Как показал Флѐри [87], подходы теории математического про-

граммирования и подходы, основанные на использовании критериев опти-

мальности, отнюдь не исключают друг друга, а трудности, присущие 

обычным методам, основанным на критериях оптимальности, преодолеваются 

путем комбинированного применения концепций аппроксимирования и двой-

ственного подхода. 

Синтез схемы 

Можно проследить, как с течением времени расширялся круг задач оп-

тимизации конструкций. Учитывались все более сложные ограничения, раз-

нообразнее становились постановки задач, использовались разнообразные 

приемы решения указанных задач. Однако долгое время заданным полагалась 

геометрическая схема и топология конструкции. 

Лишь в немногих случаях, как в задаче об оптимизации оси арки, когда 

в качестве решения, заведомо считавшегося оптимальным, принималась вере-

вочная кривая, отыскивались некоторые параметры геометрии системы. Ти-
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пичной можно считать задачу об определении оптимального значения стрелы 

подъема арки. И, по-видимому, первой работой, где был поставлен этот во-

прос, было исследование [112]. В 1925 г. И.М. Рабинович нашел, что наивы-

годнейшее отношение стрелы к пролету весомой гибкой нити или сжатой ар-

ки, очерченной по кривой давления от собственного веса, выражается форму-

лой 3 4 0,433.f l    Я.Г. Пановко в своей работе [43] дал решение той же 

задачи, но в качестве нагрузки принял вес самой арки и сплошного надсвод-

ного заполнения. Ряд других важных случаев рассмотрены в работах [24, 62]. 

Сплошные перекрестные системы. Однако топо-

логия конструкции в упомянутых работах полагалась за-

данной и неизменной. Первым нарушил эту традицию 

Дж.К. Максвелл [115], поставивший задачу отыскания 

оптимальной конфигурации фермы при заданных нагруз-

ках и опорах. Максвеллу принадлежит теорема, гласящая, 

что в такой ферме при заданных нагрузках и без учета по-

тери устойчивости выполняется условие 

constV R V R     , 

где ,V V 
 – объем растянутых и сжатых стержней; ,R R 

– 

пределы прочности материала на растяжение и сжатие. 

А. Мичелл, продолжая работу Максвелла, в 1904 г. предложил  заме-

нить плоскую двумерную конструкцию системой криволинейных стержней, 

ориентированных вдоль траекторий главных напряжений [116]. В результате 

получаются конструкции, которые являются статически определимыми 

и могут не обеспечивать несущую способность при нагружении альтерна-

тивными силами. 

Мичелл доказал, что из всех конструкций ферм, 

передающих на опоры заданную нагрузку, минимальным 

объемом обладает та, для которой выполняется условие 

1

,
m

i i

i

V R V R Pu   



   

где ui – перемещение по направлению силы Pi, а модуль 

деформации всех стержней – постоянная величина. 

Сама форма конструкции Мичелла оказывается 

подобной обычным пластическим линиям скольжения 

(сетки Генки – Прандтля) при плосконапряженном или 

плоскодеформированном состоянии [137]. 

В конструкции Мичелла обычно входит неопределенно большое число 

бесконечно длинных элементов, поэтому они в редких случаях могут быть 

непосредственно использованы при проектировании инженерных конструк-

ций. Тем не менее, конструкции Мичелла могут быть полезны при проектиро-

вании конструкций, особенно при доминировании одного условия нагружения 

и наличии главным образом ограничений по напряжениям. 

Дальнейшим развитием подхода Мичелла к проектированию конструк-

ций минимального веса явились работы Хемпа [102] и Чана [81], однако поз-

А. Мичелл 

Дж.К. Максвелл 
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же это направление исследований понемногу было свернуто, поскольку полу-

чаемые решения мало удовлетворяли практическим запросам (рис. 4, а), хотя 

некоторые приложения схемы такого рода нашли себя в задачах конструиро-

вания стеклопластиков. 

Но подход Мичелла оставался привлекательным тем, что он мало связан 

с априорными предположениями о структуре системы и не зависел от матери-

ала конструкции. Именно в рамках такой постановки задачи было выполнено 

исследование А.Р. Ржаницына, в котором автор делает попытку синтетическо-

го подхода к расчету стержневых систем [51]. Используя понятие вириала 

сил, Ржаницын установил некоторые общие закономерности, присущие опти-

мальным системам, в частности было доказано, что в оптимальной ферме 

объем сжатых и растянутых стержней равны друг другу (этот результат еще 

в 1890 г. получил Максвелл [115]). Для некоторых задач получил схемы ми-

нимального веса (рис. 4, б), которые, как и схемы Мичелла, мало напоминали 

реальные конструкции.  

 

 
 
Рис. 4. Оптимальная конфигурация: 

а – ферма Мичелла; б – ферма Ржаницына 

 

Приблизительно семьдесят лет спустя после Мичелла его теория была 

распространена на изгибаемые системы (ростверки). Вильям Прагер и Геор-

гий Рожваны сформулировали первую общую теорию оптимизации тополо-

гии, которую называют «теория оптимизации конфигураций» [128]. Они при-

меняли это прежде всего к точной, аналитической оптимизации конструкций, 

подобных перекрестным балочным клеткам, но у нее есть также важные зна-

чения для числовых методов и структур типа континуума. 

Для фермы Мичелла функция удельной стоимости определяется как 

k N  , где   – вес единицы длины; N – усилие; k  – заданная константа, 

а для балочного ростверка функция удельной стоимости записывается в виде 

k M  , где М – изгибающий момент [125], и решалась задача об опти-

мальной компоновке таких конструкций. Так же, как и в фермах Мичелла, 

решение состоит из бесконечного числа компактно расположенных элементов 

(фермоподобный континуум в случае задачи Мичелла и ростверкоподобный 

континуум в задаче Прагера). Детально проблема оптимальной компоновки 

а б 
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представлена в монографии Рожваны [131]. Некоторые примеры полученных 

компоновок показаны на рис. 5. 

 

 
 

Рис. 5. Примеры компоновки ростверка для ромбовидной области 

 

Использование специальных моделей метода конечных элементов. 
Более реалистичной оказалась следующая постановка задачи структурного 

синтеза. Если задано множество узлов фермы с действующими на них нагруз-

ками, то, соединяя все эти узлы стержнями, составляя для всех узлов уравне-

ния равновесия и минимизируя объем материала, получим задачу линейного 

программирования для синтеза фермы минимального объема. Такой подход 

к задаче впервые указан Пирсоном [120]. 

Несколько более общий подход развит в статье У.С. Дорна, Р.Е. Гомори 

и Дж. Гринберга [86], где использовано понятие о множестве допустимых уз-

лов (в том числе и ненагруженных), соединенных попарно стержнями (рис. 6), 

а также Д.А. Мацюлявичюсом [33, 34], который предложил несколько моди-

фикаций задачи при учете многих загружений. Аналогичную пространствен-

ную задачу чуть раньше рассмотрел Г.С. Чэн [81]. 

 

 
 

Рис. 6. Оптимальное очертание ферм по Дорну, Гомори и Гринбергу (неподвижные узлы) 

l = h, P/Q = 0,5 l = h, P/Q = 2 
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Учет собственного веса был предложен в работе Мацюлявичюса [35]. 

Было обнаружено существование критического габарита конструкции, дости-

жение которого вызывает настолько большой рост собственного веса, что 

конструкция из материала заданной прочности не способна его воспринять. 

А само по себе явление «неустойчивости по весу» было, по-видимому, впер-

вые описано за десять лет до этого в работе А.И. Виноградова [13]. 

Детальный анализ подхода работы [86] выявил зависимость получаемых 

решений от начальной плотности сетки узлов. В работе [110] эта особенность 

объяснена тем, что в любой точке допустимой геометрической области с уче-

том дискретности используемых математических моделей реализуется одно 

из двух возможных «крайних» состояний: конструкционный материал либо 

содержится, либо отсутствует. Поэтому в постановке задачи структурной оп-

тимизации силовых конструкций было предложено использовать специфиче-

ские пористые материалы [27, 74]. Такой подход, использующий твердое де-

формируемое тело с переменными по объему характеристиками материала, 

допускает возможность появления в модели конструкции «переходных» зон 

между «крайними» вариантами состояния упругой среды. 

В исследованиях этого направления упругая среда, вписанная в допу-

стимую геометрическую область, делится на конечные элементы. За целевую 

функцию принимается податливость упругой среды, а ограничением является 

масса материала. Учитываются ограничения на эквивалентные напряжения, 

обобщенные перемещения и критические усилия потери устойчивости. Вари-

ации проектных переменных приводят к вырождению элементов, передача 

усилий через которые нерациональна, и наоборот, выделяют из конструкции 

элементы, обеспечивающие рациональные пути передачи сил. В результате 

определяется теоретически оптимальная структура конструкции. 

Другой подход основывался на решении задачи оптимизации анизо-

тропных свойств двумерных элементов конструкций из локально-ортотроп-

ного материала [4]. Отыскивается наилучшая ориентация осей ортотропии 

упругой среды из условия минимума функционала интегральной жесткости. 

Полученное распределение ориентации осей ортотропии может быть исполь-

зовано для формирования конструктивно-силовой схемы, поскольку найден-

ные линии направления осей могут рассматриваться в качестве сосредоточен-

ных элементов (типа ребер жесткости). 

А вообще проблема оптимального проектирования тонкостенных кон-

струкций в полном своем объеме чрезвычайно сложна и в ряде случаев для 

конструкций из композитов не имеет законченной математической формули-

ровки [5, 38, 69]. Эта сложность обусловлена тем, что задачи оптимизации кон-

струкций относятся к числу нелинейных задач механики, а также многообрази-

ем форм используемых в технике конструкций, широким спектром предъявля-

емых к ним требований и большим разнообразием условий их эксплуатации. 

Наиболее распространенными критериями оптимальности являются 

требования минимума веса или минимума стоимости (когда материал кон-

струкции неоднороден), т. к. при этом целевая функция характеризуется инте-

гральным функционалом. Выполненные в этом направлении исследования 

в достаточной мере отображены в монографиях [1, 2, 5] и др. Из анализа ука-
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занной литературы следует, что в абсолютном большинстве случаев рассмат-

риваются лишь плоские конструкции или цилиндрические оболочки. Это обу-

словлено трудностями решения соответствующих задач оптимизации. 

В рамках континуальной постановки задачи оптимального проектиро-

вания условие оптимальности вместе с уравнениями состояния и уравнениями 

для сопряженных переменных образуют замкнутую нелинейную краевую за-

дачу относительно переменных состояния, проектирования и сопряженных 

функций [1]. Общие аналитические методы решения таких задач отсутствуют, 

поэтому развитие теории оптимального проектирования и эффективные мето-

ды решения прикладных задач, как правило, связаны с дискретизацией задач 

оптимизации. Однако, чтобы сузить пространство параметров проектирования 

(и упростить тем самым задачу), дискретизация осуществляется достаточно 

грубо (обычно конструкцию разбивают примерно на 10 элементов), что сни-

жает достоверность полученных результатов.  

Другой путь упрощения нелинейных задач оптимизации конструкций 

состоит в сужении подпространства управляющих функций и параметров 

проектирования. Это позволяет в ряде случаев получить решение задачи оп-

тимизации в аналитической форме или свести к задаче минимизации функции 

нескольких переменных, но снижает эффективность оптимального проекта. 

Так, в работах [14, 32, 37, 59] методами математического программирования 

за счет соответствующего выбора анизотропии материала определены опти-

мальные параметры пластин и оболочек. 

Расчет, ориентированный на оптимальное проектирование 

Популярные программы расчета конструкций по методу конечных эле-

ментов разрабатывались без учета особенностей задачи оптимизации проекта. 

Имеются в виду следующие особенности: необходимость получения данных 

о чувствительности конструкции к изменению параметров расчетной модели, 

а также необходимость эффективного анализа большого числа различных 

проектов, имеющих в какой-то мере подобные конфигурации. Например, 

в большинстве программ, основанных на методе конечных элементов, строит-

ся матрица жесткости системы К для полного описания конкретного проекта. 

Однако, если учесть необходимость решения задачи оптимизации конструк-

ции, то возникает задача выделения инвариантных частей матрицы К [75]. 

И уже первый опыт решения задач оптимального проектирования показал, что 

расчет конструкций для выбора оптимального проекта является специфиче-

ской задачей, когда требуется выполнять расчет многих конструкций, которые 

в какой-то мере близки друг к другу [55]. 

Анализ чувствительности играет важную роль при расчете конструкций 

и при их оптимизации [64]. В рамках анализа чувствительности отыскиваются 

градиенты расчетных характеристик поведения конструкции (например, пере-

мещений, напряжений, собственных частот и нормальных форм колебаний) 

в виде частных производных от этих характеристик по переменным проектиро-

вания (например, площадям поперечного сечения, толщинам, пространствен-

ному положению узлов). Настоятельная необходимость получения информации 

по анализу чувствительности как неотъемлемой части всякой современной про-
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граммы расчета по методу конечных элементов диктуется следующими сооб-

ражениями. При проведении анализа чувствительности получается ценная ко-

личественная информация, которая может служить ориентиром в процессе вза-

имодействия человека и машины. Кроме того, информация о чувствительности 

служит основой построения явных приближенных выражений характеристик 

поведения конструкций через переменные проектирования. 

Следует добавить, что анализ чувствительности важен еще и с точки 

зрения проверки стабильности полученного оптимального решения. Дело 

в том, что имеются случаи, когда даже незначительное изменение параметров 

задачи приводит к резкому изменению результата. Так, в работе [41] показано, 

что оптимальные проекты пластин весьма чувствительны к отклонениям тол-

щин от оптимальных, а для пластин, запроектированных на работу в режиме, 

близком к предельному, даже неполное приложение проектной нагрузки на 

некоторой части поверхности может привести к разрушению. 

На эту особенность результата оптимизации может указать проверка 

чувствительности решения к изменению параметров. И не только переменных 

проектирования, которые варьировались в процессе решения, но и тех пара-

метров, которые относились к числу заданных. 

Основные направления в области исследований по расчету конструк-

ций, ориентированному на их оптимальное проектирование, распадаются на 

три основные категории: 

1) методы вычисления градиентов параметров поведения конструкции по 

переменным проектирования, т. е. анализ чувствительности конструкции [91, 92]; 

2) методы построения приближенных решений с помощью подмно-

жества переменных состояния, отобранного по данным детального анализа 

[93, 118]; 

3) улучшение методики разбиения на конечные элементы в направлении 

большей подчиненности задаче оптимизации проектирования конструкций [75]. 

Две последние категории связаны с особенностями объекта проектиро-

вания и вряд ли могут быть универсальными. 

Нетрадиционные задачи оптимизации 

Традиционный подход к оптимизации конструкций предусматривает 

поиск наиболее рациональной структуры и распределения материала в кон-

струкции, находящейся под действием заданной нагрузки или нескольких 

нагрузок из заданного множества, дискретного или непрерывного. Более 

широкий подход рассматривает задачи, в которых наряду с определением 

оптимальной конструктивной формы выясняется оптимальное распределе-

ние внешних силовых воздействий [22, 28, 34]. Варьирование распределени-

ем и значениями силовых воздействий на конструкцию в тех случаях, когда 

это возможно, позволяет дополнительно улучшить критерий качества без 

излишнего расхода материала. Варьирование внешними воздействиями воз-

можно, например, при проектировании несущих конструкций складских 

и заводских помещений, на которых размещается тяжелый груз и оборудо-

вание, а также при проектировании судовых конструкций, производствен-

ных кранов и т. д. 
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Еще одной особенностью традиционного подхода является то обстоя-

тельство, что основные параметры, определяющие назначение и способ ис-

пользования объекта, считаются заданными «свыше» и, как правило, не под-

лежащими ревизии. Полагается, например, что требуется создать проект како-

го-то здания, где протекает определенный технологический процесс, а вопрос 

о том, можно ли такой процесс организовать под открытым небом и вообще 

не строить здание, даже не обсуждается. Вместе с тем иногда полезно нару-

шить эту традицию и рассмотреть более широкую постановку задачи опти-

мального проектирования, когда одновременно рассматривается задача опти-

мизации параметров технологического процесса и проектных решений здания 

или сооружения, где такой процесс реализуется. В качестве одного из немно-

гих примеров такого подхода можно указать на работу [122], где рассматри-

валась задача оптимального проектирования ветроэнергетической установки. 

В этой работе к числу варьируемых параметров проектирования относились 

не только характеристики конструктивного решения башни (геометрия, тол-

щина оболочки), но и основные рабочие характеристики ветроагрегата (его 

проектируемая мощность, высота установки и диаметр ветроколеса). 

Круг решаемых задач расширяется за счет рассмотрения все более раз-

нообразных условий работы конструкции. Так, достаточно большое внимание 

начало уделяться проблеме оптимального проектирования элементов силовых 

конструкций, условия эксплуатации которых связаны с воздействием агрес-

сивных рабочих сред [42]. Большим разнообразием отличаются динамические 

задачи, где ищутся оптимальные решения по виброзащите, сейсмоизоляции, 

демпфированию колебаний, оптимизируются параметры гасителей колебаний 

и т. п. (см., например, [16, 36]). 

Но решаются не только новые задачи. Более строгому анализу подвер-

гаются задачи, решенные ранее, и, кроме того, ревизуются приемы и подходы, 

выработанные ранее и ставшие в некотором роде священными. Так, в работе 

[46] было выполнено исследование известной концепции, которая указывает 

на экономическую целесообразность непрерывного роста единичной мощно-

сти промышленных объектов (для сооружений – принцип концентрации мате-

риала в основных конструкциях). Оказалось, что если учитывать ограничения, 

которые определяются условиями безопасности, то упомянутая концепция 

имеет границу применимости, что является принципиально важным. 
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