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Аннотация. При проектировании железобетонных балок на податливых опорах при 
кратковременном динамическом нагружении в сооружении необходимо учитывать воз­
никновение реакции распора. Наличие распора приводит к значительному увеличению 
прочности и снижению деформативности конструкций, как и при применении податли­
вых опор за счет их энергоемкости.

Целью теоретического исследования является разработка метода расчета и изучение 
целесообразности применения податливых опор в распорных динамически нагруженных 
конструкциях.

В работе представлены результаты численного расчета железобетонных балочных 
конструкций с распором на податливых опорах при кратковременном динамическом 
нагружении на основе разработанного метода расчета. Рассмотрено совместное влияние 
податливых опор и распора на коэффициент динамичности железобетонных конструк­
ций. Результаты теоретических исследований свидетельствуют о положительном эф­
фекте применения податливых опор и учета реакции распора в динамически нагружен­
ных конструкциях.
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Abstract. In design of reinforced concrete beams on yielding supports under the dynamic 
load in a structure, it is necessary to consider the thrust reaction. The presence of a spacing leads 
to a significant increase in strength and a decrease in the structural deformability, as in the case
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with yielding supports due to their energy intensity. The purpose of this paper is to develop the 
calculation method and study the feasibility of using yielding supports in the structure under the 
dynamic load. The paper presents the results of a numerical calculation of reinforced concrete 
beams with spacing on yielding supports under the dynamic load. The joint influence is consid­
ered for yielding supports and thrust on the dynamism of reinforced concrete structures. The 
theoretical results confirm the positive effect of using yielding supports with regard to the ex­
pansion effect in dynamically loaded structures.
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Вопрос безопасности зданий и сооружений в последние десятилетия ста­
новится приоритетным в связи с террористической угрозой, а также возникно­
вением бытовых, природных и производственных чрезвычайных ситуаций. По­
следствия данных ситуаций приводят к значительным материальным затратам 
на частичное или полное восстановление зданий или сооружений. Сооружения, 
проектируемые на особые динамические воздействия, часто возводятся из 
сборного и сборно-монолитного железобетона по рамной и рамно-связевой 
конструктивным схемам. На торцах изгибаемых элементов по ряду причин 
имеет место возникновение и развитие реакции распора вследствие ограниче­
ния горизонтального смещения.

Существующие экспериментально-теоретические исследования железобе­
тонных конструкций на податливых опорах при кратковременном динамическом 
нагружении отражены в работах отечественных [1, 2, 9-15] и зарубежных [16-19] 
ученых. Применение податливых опор свидетельствует об эффективности повы­
шения сопротивления конструкций указанным воздействиям. При этом степень 
снижения динамической реакции определяется упругопластическими свой­
ствами податливой опоры и соотношением жесткостей опоры и конструкции.

Исследования, посвящённые учету реакции распора [3-8], показывают, 
что ограничение горизонтального смещения приводит к повышению несущей 
способности изгибаемых железобетонных конструкций. При однократном 
кратковременном динамическом нагружении действие распора на работу кон­
струкции неоднозначно. С одной стороны, действие распора повышает несу­
щую способность конструкции, с другой -  понижается ее деформативность. 
Снижение деформативности отрицательно сказывается на пластических свой­
ствах железобетонной конструкции и часто приводит к уменьшению ее дина­
мической прочности.

Целью теоретических исследований железобетонных балок с распором 
на податливых опорах является разработка метода расчета в условно-упругой 
и пластической стадиях деформирования изгибаемых элементов, а также
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оценка совместного учета вертикальной и горизонтальной податливости кон­
струкций на опорах.

В связи с особенностью развития распора метод сводится к пошаговому 
расчету, благодаря чему возможно на каждом шаге учитывать влияние измене­
ния угла поворота конструкции и изменения реакции распора в процессе де­
формирования. Количество шагов назначается из условия снижения погрешно­
сти между полученными расчетными значениями перемещений.

Рассматриваются однопролетные железобетонные балки с распором на 
податливых опорах при кратковременном динамическом нагружении. Динами­
ческая нагрузка принимается равномерно распределенной по пролету. При рас­
чете в условно-упругой и пластической областях использован приближенный 
метод, основанный на задании формы прогибов конструкции. Уравнение дви­
жения балки в условно-упругой и пластической стадии получаем на основе 
принципа возможных перемещений, т. е. из условия равенства нулю работ всех 
действующих сил на возможных перемещениях, т. е. ^  A  =  0. При этом учи­
тывается работа сил инерции ( т а ) и распора ( H  ( t) )  на соответствующих пе­
ремещениях.

Вариации прогиба ( 5у), кривизны балки (5%) и горизонтального смеще­
ния ( 5Л) примем равными:

5 y  =  sin х j ,

d 2y  к 2 . f к
5% = ----- т  =  ~ т  sin I — х

d x 2 l 2 l

ял d F  (х)5Л = ф-z , ср = -------- при х = 0,
dx

(1)

где р -  угол поворота конструкции на опоре ( х = 0); z  -  расстояние от оси, 
совпадающей с направлением действия распора до центра тяжести сжатой зоны 
бетона критического нормального сечения балки.

Величина распора H j  s ( t ) определяется следующим выражением:

H j s  ( t)  = ЛН j  ( t ) /  c  <  Hm (2)

где S H 1- s ( t ) -  горизонтальное смещение на j -й  стадии деформирования балки
на текущем этапе расчета ( s ) при i -й  стадии работы податливых опор во вре­
мени; c  -  горизонтальная податливость конструкции на опоре по направлению 
реакции распора; H max -  максимальная величина распора, обусловленная огра­
ничивающей конструкцией; j  =  e l, p l  -  индекс, принимаемый в зависимости 
от стадии работы балки: условно-упругая ( e l ), пластическая (pl); 1 =  e l, p l , h -  
индекс, принимаемый в зависимости от стадии работы податливой опоры: 
упругая ( e l  ), пластическая ( p l  ), стадия отвердения ( h  ).

Для угла поворота балки справедлива следующая зависимость:
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d y 1 s (х, t)
Ф j  s (t) = - j ------ при х = 0. (3)

dx

Для прогиба балки примем функцию перемещения в виде

У  j  , s (х , t ) = p F  (x )T j, s ( t) + u, s (t) , (4)

где F  (x) -  функция распределения перемещений, обусловленная деформиро­

ванием балки; Tj s ( t) -  функция динамичности; ut s ( t) -  функция перемещений
податливых опор.

Функцию F  (х) для шарнирно опертой балки, удовлетворяющую гранич­
ным условиям на концах балки, в зависимости от вида опорных соединений 
примем:

F (х) = sin | — х  |. (5)

Условно-упругая балка
При условно-упругом деформировании балки ( j  = e l ) уравнение работ 

действующих сил на возможных перемещениях запишется:

£  Р ІФ усІх  -  j loM ‘e ls5 x d x  -  2H ’eU  (05Д -  j ‘Qm  (x, t j f r y d x  =  0. (6)

Подставив выражения (1) -  (5) в (6), после преобразований получим урав­
нение движения балки с распором на податливых опорах в условно-упругой 
стадии

d  2
- А  ( t) + юНа  ( t ) =™ і р (у , (7)
d t , ,

где ЮН ,el = Ю, -  частота колебаний балки с распором; к  =
. 2 2 4ж z

1 + - cml.3

2W
коэффициент, учитывающий податливость в горизонтальном направлении;

Ю ж2 B
Юі = —,--------- -  частота колебания балки на податливых опорах; ю = —  —

-4 l2 \  m
1 + -ж

2Wj

частота колебания балки на жестких опорах; B  -  жесткость конструкции с уче­
том трещин в бетоне; m  -  погонная масса конструкции; p  ( t ) закон изменения

нагрузки во времени; Wt = Sil_
B

параметр, характеризующий соотношение

к

4ж

жесткостей балки и податливых опор; g  -  жесткость податливых опор 
в i -й стадии деформирования.

Изменение во времени в пределах шага расчета ( s  ) описывается следу­
ющей зависимостью:
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p ( t) = p i -  (p1 p ^  (t -  h ) = P i -  Ap ( t -  h ), 
(t2 t1)

(8)

где t -  текущая координата времени; p j , p 2 -  значение нагрузки на рассмат­
риваемом участке в начале и конце соответственно для расчетного ш ага (5  ); 
t j , t2 -  значение времени на рассматриваемом участке в начале и конце соот­
ветственно.

Решение полученного уравнения (7) для принятого закона изменения 
нагрузки (8) имеет вид

Tet,s(t) = sin(®H, j ) A e , s -  cos(Qh , j ) B ‘el,s
a i(A p (t -  tj) -  p j)

2
®H, el

(9)

Неизвестные константы а -. s и B-l s определяются исходя из начальных 

условий, т. е. равенства функции динамичности и ее первой производной значе­
ниям на предыдущем этапе расчета (5-7): T ‘Lx (t ) = Tels_x(t ) ,  'i'‘Ls (t ) = t els_x(t ) :

A' -Ael, s =
^ H .e l ^ e l . s  ( 0  +  Ю1 ^ Р

® H ,el
B -,  =

®H,elTel,s (t) ®1 Ap
ШH .el

(10)

Время достижения максимума tmax функцией динамичности T - s (t) 

определяется из выражения 'I j  v (?) = 0.

Перемещения податливых опор в зависимости от стадии их деформиро­
вания для балок в условно-упругой стадии определяются выражениями:

-  упругая s (t) = ^ p- Tfi, s (t);
2 gel

-  упругопластическая

_p_

2 gpl
up., (t) ^ P - T j p l , ( t ) + 1 -

V

g el

g pl
Ud (tSY,el

упругопластическая с отвердением

Uhel,s (t) = ^ - T h,s (t) +
(

2g,h
1 -

g  pl g el ^

V g h
uel (tSY,el) + 1 - g  pl 

g h/ V

\
U-1 (tSY, pl )•

/

Балка в пластической стадии
Деформирование балки в пластической стадии происходит при достиже­

нии напряжениями в арматуре предела текучести (физического или условного) 
и сопровождается резким снижением жесткости конструкции. Условие пере­

хода балки в пластическую стадию имеет вид M  > M el = M - l,s (tel) , где M el -  

изгибающий момент, соответствующий концу условно-упругой стадии; t -  
время конца условно-упругой стадии деформирования балки.
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При расчете балки в пластической стадии применяется метод стационар­
ных пластических зон, когда пластические деформации считаются развиваю­
щимися в пределах постоянной длины 1р1 (рис. 1, а). Участки балки А, примы­

кающие к пластической зоне lp t, считаются жесткими дисками.

H',s(t)

а

Рис. 1. Расчетная схема упругопластической балки с распором на податливых опорах (а) 
и диаграмма деформирования балки (б)

При пластическом деформировании балки ( j  -  p l ) справедливо выраже­

ние M lpi s -  M ei +  B pi ( д - ^ е і ), и уравнение движения балки примет вид:

Joр іф у с іх  -  J  ̂ АМ'р] sb y d x  -  2H pl s (05Д -  \ [ m  (y>pUs(x, f^ p y d x  = 0. (11)

После преобразований с учетом выражений (1) -  (5) получим уравнение 
движения железобетонной балки с распором в пластической стадии на подат­
ливых опорах:

d
2 Tpl,s (t) + юН,plTpl,s (t) = ю3 (p(t) -  kM 1),

d t
(12)

где юн , pi ю
к

1 +
2 W

; юз =
ю ю-

1+ n4 P2 
2 W

; ю4 =■
1+ n4  P2 

2 W

2
• в - Ю 2 .; p2 = 2 ю

n

T2 v
B p l

m

(  2A 1 . ^2nA V n2
f B pi ^

1 -  + sin 1
i i

; ^M1 = 2 M el 1 -
V l n p i V Bel J

cos
nA
T

Решение полученного уравнения (12) для принятого закона изменения 
нагрузки p (t) -  p 1- A p ( t2 - 11) имеет вид

rp h s (t ) -  sin(®H,p t t )A ‘pts  - cos(Q H,plt )B pl,s _ ® i(A p (t  - 1 1) - p ! - км  1) . (13)
ю H , p l

ю2 =

Неизвестные константы A pi s и B ‘pi s определяются исходя из начальных 
условий, т. е. равенства функции динамичности и ее первой производной значе­
ниям на предыдущем этапе расчета (5-7): T lpLs( t)  =  Tpl , T lpLs{i) = T lpLs_x{ t) :
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<JyH , p l ^ p l , s ( t )  +  (J)3 /̂ P  _ (aH , p l T p l , A t ) “ з С Р і + ^ м і )
A ‘ -A p l , s - ш, B p l , s - . (14)

JH  ,pl  Ю H  ,pl

Время достижения максимума ?max функцией динамичности T lpl s ( t)  

определяется из выражения Tpl v (?) = 0.
Перемещения податливых опор в зависимости от стадии их деформиро­

вания для балок в пластической стадии определяются выражениями:

-  УпрУгая U p ,s ( )  - Ap -  ($ 2Tf l ,s (t) + kM l);
2 g el

упругопластическая
(

uPpi (t) - p l
2 gp l

P 2T pl,s  ( t )  +  k M  1 +  Upl ( t SY,el ) 1 - g el

g pl

W

упругопластическая с отвердением

u i .  (t) -  pl
f

2 § h
P 2T p l ,s  ( t )  +  k M  1 +  U?pl  ( t S Y ,p l ) 1 - g pl

S h

\Л

Для реализации метода расчета железобетонных балок с распором при 
кратковременном динамическом нагружении на податливых опорах разрабо­
тан алгоритм (рис. 2), реализованный на языке программирования Maple. Ал­
горитм позволяет вычислить функцию и коэффициент динамичности при лю­
бой произвольной кратковременной динамической нагрузке, представленной 
кусочно-линейной аппроксимацией (рис. 3).

Первоначально задаются исходные данные, которые включают в себя: гео­
метрию и армирование железобетонных балок; физико-механические характери­
стики арматуры, бетона, податливых опор; податливость распорной конструк­
ции; параметры кратковременной динамической нагрузки и частоту разбивки 
как на этапе действия нагрузки ( p  > 0), так и при ее отсутствии ( p  -  0).

Алгоритм представляет собой циклический метод расчета железобетон­
ных балок с распором на податливых опорах при кратковременном динамиче­
ском нагружении до момента достижения максимума функцией динамичности,
т. е. получения коэффициента динамичности k d -  Tj s (tmax). В пределах цикла
счета определяется функция динамичности железобетонной балки на податли­
вых опорах с учетом изменения величины реакции распора вследствие пово­
рота балки на опорах.

Результатом вычисления являются прогибы, внутренние усилия, вели­
чина коэффициента динамичности k d -  Tj s (tmax) , а также и массив данных,

представляющих функцию динамичности Ti s ( t) во времени, импортирован­
ную в таблично-графическую среду MS Excel. Разработанный метод позволяет 
рассчитывать железобетонные балки на податливых опорах с распором при 
кратковременном динамическом нагружении, также балки на жестких опорах
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без распора ( Wt = да, c  = да), на жестких опорах с распором ( Wt = да), на подат­
ливых опорах без распора ( c = да).

Рис. 2. Блок-схема алгоритма расчета железобетонных балок с распором на податливых 
опорах при кратковременном динамическом нагружении



Метод расчета железобетонных балок с распором на податливых опорах 89

Рис. 3. Схема представления расчетного закона для кратковременной динамической 
нагрузки: мгновенно нарастающая с убыванием по линейному закону (а); посте­
пенно нарастающая (б)

С целью оценки влияния распора на прочность железобетонных балок как 
на жестких, так и на податливых опорах i  =  e l при кратковременном динамиче­
ском нагружении, проведены численные исследования с использованием разра­
ботанного метода расчета. Деформирование железобетонных балок рассмотрено 
в условно-упругой ( j  =  e l ) и упругопластической ( j  =  e l . . . p l ) стадиях.

При условно-упругом деформировании основным параметром является 
максимальное значение функции динамичности T ( t) ,  т. е. коэффициент дина­
мичности ( k d -  на жестких опорах; k d H -  на жестких опорах с распором; 

k d SY -  на податливых опорах; kd HSY -  на податливых опорах с распором).

Оценка распора выполнялась по величине с , которая физически явля­
ется соотношением продольной жесткости балки к жесткости конструкции, 
препятствующей горизонтальному смещению, и определяется зависимостью
с1 =  сЕфИ^ / 1 .

При действии мгновенно нарастающей нагрузки снижение ю0 приводит 
к уменьшению коэффициента динамичности k d (рис. 4). Эффективность реак­
ции распора ( с1) для балок на жестких опорах (рис. 4, б) возрастает с увеличе­
нием ю0. Максимально возможное снижение kd H на 40 % -  при с  =  1. С уве­

личением коэффициента с  эффективность снижается, так при с  =  Ю проис­
ходит максимальное снижение коэффициента динамичности k на 7 %. 

Применение податливых опор при Wel =  1-100, в свою очередь, приводит 
к снижению коэффициента динамичности как для балок с распором ( kd HSY ), 

так и без распора ( kd SY ), стоит отметить, что максимальное снижение наблю­
дается при минимальном значении ю0.

При действии постепенно нарастающей нагрузки (рис. 5) коэффициент 
динамичности как для балок с распором kd H , так и без распора kd  (рис. 5, а  -

линия 1; б  -  с  = да) принимает предельные значения в интервале ю 0 = 0-5. 
Наличие распора ( с  =  1) приводит к снижению максимального значения kd H 

до 0,9, что ниже на 40 % по отношению к балке на жестких опорах.
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Рис. 4. Коэффициент динамичности условно-упругой балки для мгновенно нарастающей 
нагрузки на податливых опорах kd SY (а) [2]; на жестких опорах с распором Kd H

(б); на податливых опорах с распором Kd HSY при с1 = 1 (в); на податливых опо­

рах с распором K dHSY при с1 = 2,5 (г): жесткие опоры (1); податливые опоры 

Wel = 100 (2); податливые опоры Wel = 50 (3); податливые опоры Wel = 20 (4); 
податливые опоры Wel = 5 (5); податливые опоры Wel = 1 (6)

Применение податливых опор постоянной жесткости ( W ) приводит 
к снижению коэффициента динамичности не на всем диапазоне, т. к. происхо­
дит расширение интервала предельных значений для балок в условно-упругой 
стадии на жестких опорах с распором и без него (рис. 5). Из графика видно, что 
при ю91 = 5 наблюдается снижение коэффициента динамичности k d,SY на по­

датливых опорах ( Wel =  1 ) на 85 %. В то же время при ю91 > 20 происходит 
увеличение k d SY на 50 %. При учете реакции распора ( с1 = 1) и использовании 

податливых опор Wel =  1 снижение коэффициента динамичности k

наблюдается на всем диапазоне относительно балок на жестких опорах. 
Эффективность совместного влияния вертикальной и горизонтальной податли­
вости увеличивается с возрастанием .
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Рис. 5. Коэффициент динамичности условно-упругой балки для постепенно нарастаю­
щей нагрузки на податливых опорах kd SY (а) [2]; на жестких опорах с распором

Kd H (б); на податливых опорах с распором Kd HSY при c1 = 1 (в); на податливых 

опорах с распором Kd HSY при c1 = 2,5 (г): жесткие опоры (1); податливые опоры 

Wel = 100 (2); податливые опоры Wel = 50 (3); податливые опоры Wel = 20 (4); 
податливые опоры Wel = 5 (5); податливые опоры Wel = 1 (6)

Так как максимальная эффективность от снижения жесткости податли­
вых опор достигается при минимальном ю0 , а наличие распора при максималь­
ном ю0(ю^ ) , то данный факт должен учитываться при проектировании. Стоит 
отметить, что при рациональном подходе совместный учет реакции распора 
( c ) и применения податливых опор ( Wel) позволяет значительно снизить ко­
эффициент динамичности для балок в условно-упругой стадии и при этом по­
лучить высокую эффективность от обоих факторов.

При упругопластической работе балок с распором на жестких опорах 
оценка производилась по отношению kd H /  k d (рис. 6), на податливых опорах

k /  k d (рис. 7) при действии мгновенно и постепенно нарастающих крат­
ковременных динамических нагрузок.
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Рис. 6. Изменение kd H / kd зависимости от teI / tmax для упругопластических железо­
бетонных балок с распором ( с1 = 1-10 ) под действием мгновенно нарастающей 
нагрузки (а) и постепенно нарастающей нагрузки при q = 1 (б); q = 2,5 (в); 

q = 10 (г): 02 / 01 = 1 (1); 02 / 01 = 5 (2); 02 / 01 = 10 (5); 02 / 01 = 20 (4);

02/ 01 = 50 (5); 02/ 01 = 100 (6)

Учет реакции распора в железобетонных балках приводит к значитель­
ному снижению коэффициента динамичности k d H , а именно положительному

влиянию на всем диапазоне ю0(ю0 ) как при мгновенно, так и постепенно нарас­
тающих кратковременных динамических нагрузках. При упругопластическом 
деформировании балки эффективность распора выше, чем при условно-упругом 
(рис. 4, 5), что объясняется спецификой развития реакции распора за счет увели­
чения деформирования балки в пластической по сравнению с условно-упругой 
стадией. Максимальная эффективность распора достигается при ю0 > 10. С ро­
стом отношения 02 / 0  увеличивается коэффициент динамичности k d H при

равных соотношениях жесткости балки и опорного сечения ( с ). Наличие упру­
гих податливых опор при упругопластическом деформировании балки без рас­
пора при постепенно нарастающей нагрузке (рис. 8) может носить как
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положительный эффект ( kd SY / k d <  1), так и отрицательный ( k d SY / kd >  1), при
мгновенно нарастающей положительный (рис. 7) эффект наблюдается на всем 
диапазоне ю0. При совместном учете реакции распора ( с1 =  1 ) и упругой подат­
ливости опор ( Wei ) в диапазоне ю0(ю01) = 1-100 проявляется только положи­
тельный эффект. Со снижением влияния распора ( с  ) развивается область 
отрицательного влияния, т. е. рост коэффициента динамичности k на по­
датливых опорах с распором относительно коэффициента динамичности на 
жестких опорах k d .

а  б

Рис. 7. Изменение kd H / kd зависимости от tel / tmax железобетонных балок с распором 

( с  = 1-10 ) под действием мгновенно нарастающей нагрузки при с1 = да (а); при 
с1 = 1 (б); с  = 2,5 (в); с1 = 1 (г): 02 / 01 = 1 (1); 02 / 01 = 5 (2); 02 / 01 = 10 (3); 
02 / 01 = 20 (4); 02 / 01 = 50 (5); 02 / 01 = 100 (6)

Таким образом, разработан метод расчета железобетонных балок с рас­
пором на податливых опорах, деформируемых в упругой стадии, упругопла­
стической и стадии отвердения при кратковременном динамическом нагруже­
нии. Метод расчета реализован в программном пакете Maple.
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Рис. 8. Изменение kd H / kd зависимости от tel / tmax железобетонных балок с распором 

( с1 = 1-10 ) под действием постепенно нарастающей нагрузки при q = да (а); при 
С = 1 (б); с  = 2,5 (в); q  = 1 (г): 02 / 6j = 1 (i); 02 / 0j = 5 (2); 02 / 0j = 10 (5); 
02 / 01 = 20 (4); 02 / 01 = 50 (5); 02 / 01 = 100 (б)

Выполнен анализ влияния распора на прочность и деформативность желе­
зобетонных балок на податливых и жестких опорах при мгновенно и постепенно 
нарастающих динамических нагрузках. Показано, что реакция распора оказы­
вает значительное влияние на железобетонные балки на жестких опорах. Уста­
новлено снижение коэффициента динамичности как при условно-упругом, так 
и пластическом деформировании конструкции с распором. Максимальное сни­
жение коэффициента динамичности наблюдается при пластическом деформиро­
вании балки. Установлено, что эффективность распора увеличивается с ростом 
ю0, а эффективность податливых опор, наоборот, уменьшается, что необходимо 
учитывать при расчете и проектировании железобетонных балок с распором на 
податливых опорах при кратковременном динамическом нагружении.
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