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Аннотация. Рассмотрена задача оптимизации упругих стержневых систем при им­
пульсном нагружении в случае, когда вектор варьируемых параметров состоит из двух 
групп: группы геометрических параметров сечений элементов и группы дополнительных 
узловых масс. Для увеличения скорости сходимости предложен двухэтапный итерацион­
ный процесс оптимизации, где на каждой итерации решались две самостоятельные задачи 
оптимизации с различными целевыми функциями.

В качестве примера реализации предложенного двухэтапного процесса рассмотрена за­
дача оптимизации пятиэтажной двухпролетной стальной рамы при действии кратковремен­
ной импульсной и статической нагрузок. Результаты решения поставленной задачи свиде­
тельствуют об эффективности использования предложенного двухэтапного процесса опти­
мизации, а также дополнительных узловых масс в качестве варьируемых параметров.
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Abstract. Optimization of elastic rod systems under pulsive loading is considered for the case 
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proposed to increase the convergence rate, including two independent optimization problems 
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Введение
Динамические нагрузки, различающиеся характером изменения их во 

времени (гармонические, периодические, импульсные, произвольные), могут 
вызывать различный отклик на их действия. Гармонические и периодические 
воздействия опасны в силу возможной близости к частотам собственных коле­
баний систем и возможности резонанса. Для снижения негативного влияния 
подобных нагрузок на величины параметров НДС систем особо эффективны 
динамические гасители колебаний, создающие дополнительные гармониче­
ские воздействия в наиболее подходящих местах нагруженной системы [1, 2].

Импульсные нагрузки высокой мощности и небольшой продолжитель­
ности особо опасны для конструктивных систем, т. к. могут вызывать 
наибольшее влияние высокочастотных составляющих колебаний на ампли­
тудные значения параметров НДС систем. Одним из наиболее эффективных 
приемов снижения негативного влияние подобных нагрузок на прочность си­
стем является использование дополнительных компенсирующих масс. Это 
могут быть, в частности, большие стабилизирующие массы, требующие спе­
циальных устройств для их размещения [3-5]. С другой стороны, можно до­
биться эффекта существенного снижения влияния импульсной нагрузки пу­
тём размещения в узлах системы дополнительных узловых масс, сравнимых 
с собственными массами системы.
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Задачам оптимизации стержневых систем при действии статических 
и динамических нагрузок посвящено немало работ [6-19]. Однако нередко 
в этих работах возможное динамическое воздействие представлено косвенно 
(например, через ограничения по частотам собственных колебаний [11-14]). 
В связи с этим особенности приложения динамических нагрузок во времени, 
как правило, не учитывались.

Представленная статья является развитием ранее выполненных работ по 
вопросам оптимизации упругих стержневых систем при импульсном воздей­
ствии [15-17].

Основной целью данного исследования является разработка эффективного 
алгоритма оптимизации стержневых систем при импульсном воздействии путём 
разделения его на этапы и использования в качестве варьируемых параметров, 
наряду с параметрами сечений элементов, дополнительных узловых масс.

Двухэтапный алгоритм оптимизации параметров дополнительных масс 
и параметров сечений элементов

Пусть N G E  -  число групп унификации элементов. Под группой унифи­
кации (группой объединения элементов ОЭ) будем понимать совокупность 
прямых стержней одинаковой длины и одинакового сечения.

Процесс оптимизации стержневой системы предполагает наличие пред­
варительного этапа, на котором задаются начальные параметры системы, про­
водится расчёт на заданные воздействия и выполняется предварительный под­
бор параметров сечений элементов групп ОЭ из условий прочности.

В дальнейшем алгоритм оптимизации представляет собой двухэтапный 
итерационный процесс последовательного (поочерёдного) уточнения парамет­
ров дополнительных узловых масс и параметров сечений элементов групп ОЭ.

Этап 1. Оптимизация параметров дополнительных узловых масс
при фиксированных параметрах сечений элементов групп ОЭ
Постановка задачи оптимизации дополнительных узловых масс на 

этапе 1 вызвана тем, что искомые дополнительные массы зависят, прежде 
всего, от характеристик импульсного воздействия и в малой степени зависят от 
параметров сечений элементов групп ОЭ. Выявив на этапе 1 оптимальные на 
данной итерации дополнительные узловые массы, можно переходить к этапу 2.

Задача оптимизации параметров дополнительных узловых масс ставится 
в форме задачи нелинейного математического программирования (НМП). В ка­
честве целевой принята функция, представленная в следующем выражении 
и являющаяся показателем суммарной нагруженности элементов системы:

n g e (  keg, \

0ЧХ)=Ъ
,= \ \ }= \

(1)

где X  = ( X Х Ыт ) -  вектор варьируемых параметров дополнительных узло­
вых масс, d m  -  общее число варьируемых параметров дополнительных узло­
вых масс; o eqv j4 (X ) -  максимальное эквивалентное напряжение в j -м  эле­
менте, найденное согласно используемому критерию (теории) прочности;
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N C E  -  число групп унификации элементов; K E G t -  количество элементов 
в 7-й группе ОЭ; 1 , -  длина элементов z-й группы ОЭ.

Общий вид ограничений, наложенных на систему, представим соотно­
шением

g j  ( X ,P (X ),R ) <  0, j  = 1,...,m , (2)

где P  (X ) -  вектор параметров состояния системы; R  -  вектор констант огра­
ничений; m  -  общее число наложенных ограничений.

Условно-экстремальная задача (1), (2) преобразовывалась к безусловно 
экстремальной форме с использованием метода штрафов, когда к целевой 
функции (1) добавляются штрафы за нарушение ограничений:

___ m
OFi = OFi + Х k j  • max(0;g j  ( X , P ( X ), R )), (3)

j = i

где k j -  коэффициент штрафа.
После преобразования задачи к безусловно экстремальной требуется 

найти минимум O F  .
Так как в принятой постановке на этапе 1 решается, по сути, изоперимет­

рическая задача по отношению к объему элементов системы, то стандартные 
ограничения по прочности и жесткости не учитывались, а задача оптимизации 
параметров дополнительных узловых масс сводилась к поиску безусловного ми­
нимума целевой функции OF1 (X ) и решалась на основе метода деформирован­
ного многогранника. Во избежание возможного существенного роста некоторых 
дополнительных масс (что часто конструктивно неизбежно), можно рекомендо­
вать назначение максимально допустимой дополнительной узловой массы.

Этап 2. Оптимизация параметров сечения элементов групп ОЭ 
при фиксированных дополнительных узловых массах

Предполагая, что материал всех элементов одинаков, принимаем в каче­
стве целевой функции на этапе 2 общий объем элементов системы:

NGE
OF2 ( X ) = X  A , ( X ,  )• L , , (4)

i=1

( * * \
X i,..., X NgE ) -  вектор варьируемых параметров сечений элементов

ОЭ; A j  (X j ) -  площадь сечения элементов i -й группы ОЭ; L  -  суммарная 
длина элементов , -й группы ОЭ.

Задача оптимизации системы на этапе 2 ставится и решается как задача 
НМП: требуется найти величины параметров сечений X * , . . . ,  X *GE, реализую­
щие минимум целевой функции OF2 (X ) при соблюдении ограничений, нало­
женных на систему.

Общий вид ограничений, наложенных на систему, аналогичен ограниче­
ниям (2), принятым на этапе 1.
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Решение условно-экстремальной задачи (4) на этапе 2 также проводилось 
на основе преобразования её к безусловно экстремальной форме с использова­
нием метода штрафов, когда к целевой функции (4) добавляются штрафы за 
нарушение ограничений:

____ m
OF2 = OF2 + Х k j  • max(0; g } ( X , P  (X ), R )). (5)

j = i

Далее требуется найти минимум OF2.

Решение безусловно экстремальной задачи (5), как и на этапе 1, проводи­
лось с использованием метода деформируемого многогранника.

В качестве критерия завершения изложенного двухэтапного процесса 
принято соотношение

OF2 (X *{k}) - OF  (X ' < s , (6)

где k  - 1  и k  -  номера соседних итераций; s -  заданная точность.

Пример решения задачи оптимизации стержневой системы
Рассмотрена задача оптимизации пятиэтажной двухпролетной рамы, 

нагруженной статической и импульсной нагрузками (рис. 1, а, б).

Рис. 1. Расчётная схема рамы:
а -  статические воздействия; б -  импульсные воздействия и расположение масс

В задаче рассмотрены статические нагрузки q j , st и Fst, j  и динамические 

импульсные нагрузки q  ( t ) .
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Выражения распределённых статических нагрузок q; st для стоек 
имеют вид

q Jst  = m j g , j  =  5 - к  +  І, 5 - к  +  2, 5 - к  +  З, к  =  0 . .А ,  (7)

а для ригелей
4 , , s t = m } g  +  q s t M , j  =  5 - k  +  4, 5 - к  +  5, к  =  0 . . А ,  (8)

где fhj =  р ■ • A j -  погонная масса j  -го элемента, определяемая плотностью р ■ 

материала и площадью сечения A j  элемента; g  =  9,81 м/с2 -  ускорение свобод­
ного падения; qst uf  -  статическая нагрузка от веса плит перекрытий и полезная 
нагрузка на них.

Выражения узловых статических нагрузок для средних узлов имеют вид 
Fst, j  =  m } g , j  = 2  4  6  810  , (9)

а для крайних узлов
Fs t, = т ] ё  +  F st,w , j  = l 3,5,7,9 , (10)

где m j  -  сосредоточенная масса в j  -м узле; Fst,w-  вес наружных стен.

Заданными нагрузками являются статические Fst, w =  33 кН, q st, uf  =  

=  51,6 кН/м и импульсная нагрузка q  ( t ) = q0 sin (2% ■ t / T ) , t g [0; T  ], T  =  0,2 с -  
длительность импульсного воздействия, q0 = 7,6105 кН/м.

Коэффициенты а  = 0,625, к  =  0,8421, указанные на рис. 1, б, определяют 
пропорции импульсной нагрузки по высоте рамы и её снижение с противопо­
ложной стороны (со стороны отрицательного давления).

На рис. 2, а  показана форма сечения j  -го элемента рамы. Размеры сече­
ний элементов определяются соответствующими им параметрами 5 ■, которые, 

в свою очередь, определяются варьируемыми параметрами X 1 , Х 2 :

5 j  =  X , j  =  5 ■ к  +1, 5 ■ к  +  2, 5 ■ к  +  3, к  =  0...4 (колонны), (11)

5j =  X , j  =  5 ■ к  +  4, 5 ■ к  +  5, к  =  0...4 (ригели). (12)

Дополнительные узловые массы определяются варьируемыми парамет­
рами X  -  X  :

т ] =  Х j +2, j  = 1...5 • (13)
На рис. 2, б  показана форма импульса во времени.
Поставлены задачи определения оптимальных параметров, характеризу­

ющих размеры сечений элементов и узловых дополнительных масс.
Для упрощения задачи и с целью более яркого выявления степени влия­

ния варьируемых параметров дополнительных узловых масс все элементы раз­
делены на две группы ОЭ: колонны и ригели. Принято пять поэтажных варьи­
руемых параметров дополнительных масс и два параметра сечений. Учитыва­
ются только ограничения по прочности. Ниже приведены результаты решения 
поставленных задач оптимизации.
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Рис. 2. Форма сечения (а); форма импульса (б)

Результаты решения задачи оптимизации при полном наборе варьи­
руемых параметров (ВП), т. е. N X  =  N G E  +  d m , где N X  -  общее число ВП; 
N G E  -  число варьируемых параметров сечений; d m  -  число дополнительных 
масс. Получены следующие оптимальные значения параметров сечений 25 эле­
ментов рамы:

Х 1 =  0,00498 м (колонны); Х 2 =  0,00436 м (ригели).
Оптимальные значения ВП дополнительных масс:
Х3 = 1,792 т, Х4 = 10 т, Х5 = 9,705 т, Х6 = 10 т, Х 7 =  10 т,
OF2 (X ) = 0,3591 м3, число перерасчётов krs =  1229.
Результаты поиска оптимального решения в 2-этапном процессе 
И т ер а ц и я  1 
Э т ап  1
Параметры размеров элементов фиксированы: X 1 = Х 2 = 0,007 м. Варьи­

руются дополнительные массы. Результаты поиска:
X3 = 0,0132 т, X4 = 9,63 т, X 5 = 0,00423 т, X6 = 9,99 т, X 7 =  10 т.
Э т ап  2
Варьируются параметры размеров элементов, а значения дополнитель­

ных масс фиксированы (соответствуют результатам предыдущего этапа). 
Результаты поиска:
X  = 0,000449 м, X 2 = 0,00495 м, OF2 (X ) = 0,3710 м3.
Для выполнения критерия (6) завершения поиска потребовалось три ите­

рации. Результаты по второму этапу третьей итерации:
X  = 0,00478 м, X2 = 0,00459 м, X3 = 0,00869 т,
X 4 = 0,916 т, X5 = 0,00419 т, X6 = 9,99 т, X 7 =  10 т,
O F  (X ) = 0,3622 м3, общее число перерасчётов по всем трём итерациям 

k rs =  336.
Для оценки влияния дополнительных масс на расход материала элемен­

тов была решена задача поиска оптимального решения при отсутствии допол­
нительных масс. Результаты поиска:

X  = 0,00638 м, X  = 0,00554 м, OF2 (X ) = 0,5641 м3.
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Основные выводы
1. Решение задачи оптимизации объема материала рамы при полном 

наборе варьируемых параметров (семь параметров) сходится медленно (общее 
число перерасчётов k rs =  1229), т. к. вектор ВП содержит параметры разной 
природы: дополнительные массы и параметры сечений элементов. Причём осо­
бенность варьируемых параметров дополнительных масс заключается в отсут­
ствии их прямого влияния на целевую функцию (объём материала элементов). 
Это влияние определялось косвенно, через ограничения по прочности.

2. Проблема совместимости ВП разных групп может быть решена путем 
разделения общей задачи поиска оптимального решения на два этапа в про­
цессе итераций с формированием и решением на каждом из этапов отдельной 
задачи оптимизации (общее число перерасчётов в таком случае составило 
k rs =  336).

3. Задача оптимизации рамы решалась в наиболее простом варианте -  две 
группы ОЭ (колонны, ригели), два ВП сечений и пять ВП дополнительных 
масс. Эффект от использования дополнительных масс, в плане снижения рас­
хода материала элементов, составил 13,04 %. При этом значительно снижается 
трудоёмкость решения с точки зрения числа перерасчётов НДС системы.

Конечно, в реальных случаях число различных вариантов нагружения 
может быть значительным, и эффект использования дополнительных масс мо­
жет существенно понизиться при окончательном выборе итогового варианта 
ДМ в наиболее неблагоприятном (для выбранного варианта ДМ) случае нагру­
жения. Но и в этом случае он будет существенным, т. к. добавление массы в лю­
бом случае повышает инерционность системы, что при импульсном воздей­
ствии приводит к снижению значений параметров НДС системы.

4. Решение рассмотренной задачи оптимизации при импульсном воздей­
ствии проводилось с учетом собственных масс конструкции. Это сглаживает об­
щий результат при заданном диапазоне дополнительных масс. Задание диапа­
зона величин ДМ приближает поставленную задачу ОК к реальным условиям.
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