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ОБОБЩЕННЫХ ПЕРЕМЕННЫХ ПРОЕКТИРОВАНИЯ  

В ЗАДАЧЕ ОПТИМИЗАЦИИ СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ  

ПРИ ИМПУЛЬСНОМ НАГРУЖЕНИИ 

Выполнен сравнительный анализ трудоёмкости задачи оптимизации многоэлемент-

ной стержневой системы, нагруженной статической и импульсной нагрузками, при пе-

ременном числе параметров проектирования. 

Показано, что конструктивный принцип обобщения переменных проектирования 

позволяет значительно понизить трудоемкость решения задачи оптимизация, но суще-

ственно снижает качество оптимального решения. 

Предложены подходы к обобщению многомерного вектора параметров проектирова-

ния к двумерному случаю при активных ограничениях по максимальному эквивалент-

ному напряжению и перемещению. Решен пример оптимизации рамной конструкции, 

иллюстрирующий эффективность предложенных подходов. 
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GENERALIZED DESIGN VARIABLES IN ROD SYSTEM 

OPTIMIZATION UNDER PULSE LOAD 

The paper presents the comparative analysis of optimization of the multi-element rod sys-

tem under static and pulse loads at a variable number of design parameters. It is shown that the 
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design concept of generalization of design variables can significantly reduce not only the com-

plexity of solving the optimization problem, but also the quality of the optimum solution. Ap-

proaches are proposed for generalizing the multidimensional design parameters for the two-

dimensional case at the restrictions of the maximum equivalent stress and strain. The proposed 

optimization of the frame structure proves the effectiveness of these approaches. 

Keywords: rod system; pulse load; design calculation; optimization, design pa-

rameters, generalization. 
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Введение 

В большинстве первых работ в области оптимального проектирования 

конструкций задачи оптимизации конструкций (задачи ОК) ставились при 

статическом нагружении и решались на основе алгоритма прочностного пере-

расчета [1–3]. В дальнейшем появилось множество работ, в которых задачи 

ОК ставились и решались как задачи математического программирования (за-

дачи МП) как при статическом, так и при динамическом нагружениях [4–8 

и многие другие]. 

По-видимому, в силу того, что постановка и разработка алгоритмов ре-

шения задач ОК при динамическом нагружении значительно сложнее, чем 

постановка и решение аналогичных задач при статическом нагружении, число 

исследований в этом направлении сравнительно невелико. Попытки исполь-

зования хорошо разработанных алгоритмов оптимизации статически нагру-

женных систем в задачах ОК при динамическом воздействии часто приводили 

к неудачам в силу разных причин, в том числе в силу накопления ошибок счё-

та. Во многих работах по проблемам ОК при динамическом нагружении ос-

новное внимание было  уделено разработке алгоритмов, позволяющих избе-

жать в оптимальной конструкции резонанса с заданными вибрационными 

нагрузками [9–11]. Значительно меньше внимания в исследованиях уделено 

рассмотрению задач ОК при нестационарных динамических нагрузках (в том 

числе импульсных). Здесь можно отметить более ранние работы [6, 7], а также 

недавние работы [12–14] авторов настоящей статьи и, например, статью [15]. 

Основным недостатком алгоритмов оптимизации динамических нагру-

женных систем, в случае постановки задач ОК как задач МП, является их высо-

кая трудоемкость при большом числе варьируемых параметров и ограничений, 

что характерно для сложных многоэлементных систем. Это связано с повы-

шенной трудоемкостью динамического расчёта по сравнению со статическим, 

а также необходимостью построения аппроксимаций параметров состояния си-

стемы в рамках итерационного процесса оптимизации [7]. При использовании 

процесса ОК без построения аппроксимаций параметров состояния системы, 

в рамках выбранного метода решения условно экстремальной задачи МП (что 
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используется в данной работе), трудоемкость решения значительно повышается 

при большом числе варьируемых параметров. 

К наиболее эффективным приёмам снижения трудоёмкости задач ОК 

относится направленное обобщение переменных проектирования с использо-

ванием каких-либо критериев (конструктивных либо физических), а также 

рациональная декомпозиция исходной задачи ОК путём разделения её на эта-

пы, с наиболее эффективным выполнением отдельных этапов в итерационном 

процессе поиска оптимального решения. 

Вопросы рациональной декомпозиции исходных задач оптимизации, 

поставленных как задачи МП при статическом нагружении, рассматривались 

в [16, 17]. Целью настоящей работы является рассмотрение актуальных во-

просов понижения трудоёмкости задач оптимизации многопараметрических 

динамически загруженных систем (в частности, при импульсном нагружении) 

путем введения обобщенных параметров проектирования и рационального 

сочетания методики перерасчёта с решением формируемых задач МП в про-

странстве обобщённых переменных проектирования. 

1. Общая структура поэтапного итерационного процесса ОК  

при динамическом нагружении 

Предлагаемая структура итерационного процесса оптимизации динами-

чески нагруженных систем показана на рис. 1. Как следует из рис. 1, весь 

процесс ОК на итерации разделён на два этапа. 

На этапе 1 поэлементной оптимизации проводится первый перерасчет 

динамически нагруженной системы при заданных исходных значениях 0,k

iX  

на итерации k . Далее, при фиксированных значениях параметров состояния 

( )0,kP X  либо переопределяются геометрические параметры элементов систе-

мы при заданной форме сечения путем подбора их из условия прочности, ли-

бо, если этих параметров сечений несколько, они определяются на этапе 1 пу-

тем решения задач МП для каждой группы ОЭ при условно фиксированных 

параметрах состояния системы ( ) ( )0,kP X P X= . 

В результате определяется новый вектор варьируемых параметров 
0,kX  

на этапе 1 итерации k  и проводится перерасчёт системы при 
0,kX X= . На 

заключительном шаге 2b этапа 1 проводится разделение групп ОЭ, а следова-

тельно, и варьируемых параметров групп ОЭ на обобщённые группы. 

На этапе 2 оптимизации всей системы проводится формирование и ре-

шение условно экстремальной задачи ОК при варьировании обобщенных па-

раметров 1Y , 2Y  на итерации k . При этом аппроксимации зависимостей для 

составляющих вектора параметров состояния ( )1 2,kP Y Y  не проводятся, а за-

дача МП для всей системы решается в рамках выбранных методов поиска ре-

шения условно экстремальной задачи, когда при каждом необходимом изме-

нении вектора  1 2,
T

Y Y  в процессе поиска проводится перерасчёт динамиче-

ски нагруженной системы. 
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Рис. 1. Блок-схема алгоритма оптимизации 

1. Первоначальное разделение элементов на группы ОЭ. 

Назначение исходных величин варьируемых параметров  
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iX , i = 1, …, NGE, k – номер итерации 
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3. Формирование и решение условно-экстремальной задачи ОК 

в пространстве обобщённых варьируемых параметров 
1 2,Y Y  без 

построения аппроксимации параметров состояния. 
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1 2,k kY Y , ( )*, *, *,
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на итерации k  

4. Проверка критерия завершения поиска 
*, *, 1 *, , 1k k kf f f−−     
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2. Расчет системы на заданные статическую k

stF и динамическую 

( )k

d i nF t  нагрузки. 

Определение вектора ( )0, ,kP X t  

2a. Определение 0,kX из условий прочности (поэлементная 

оптимизация). Новый перерасчет при 0,kX X= . 

2b. Определение величин 
0,

экв. max н к( , ),k

i X t t t t   0,

max ( )kV X . 

Разделение групп ОЭ на две обобщённые группы. Формирование 

матрицы базисного преобразования kB на итерации k . 

Этап 2. Оптимизация системы 

Этап 1. Поэлементная оптимизация 
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2. Приёмы обобщения переменных проектирования 

2.1. Конструктивное обобщение 

Этот приём рационально применять при наличии многоэлементных 

групп унификации. В настоящей работе при рассмотрении примера оптимиза-

ции плоской рамной системы использовалось конструктивное разделение всех 

несущих элементов каркаса на две группы (колонны, ригели), а также поэтаж-

ное разделение колонн и ригелей каркаса на 15 групп ОЭ (см. пример расчёта). 

2.2. Направленное разделение групп ОЭ на обобщённые группы  

с использованием принятых физических критериев 

С формальной точки зрения процедура обобщения переменных проек-

тирования на итерации k  состоит в определении соотношения 

 k kX B Y=  ,  (1) 

где k nX E  – исходный вектор переменных проектирования; rY E  – вектор 

обобщенных параметров проектирования; r n ; kB  – матрица базисного 

преобразования на итерации k . 

Нетрудно заметить, что наиболее эффективным с точки зрения трудо-

емкости решения задачи МП на этапе оптимизации системы (см. рис. 1) будет 

случай, когда 2r = , т. е. все группы ОЭ разделяются на две обобщенные 

группы. Ниже предлагаются подходы для подобного разделения с использо-

ванием физически обоснованных критериев. 

Пусть на итерации k  активным является ограничение по прочности. 

С учетом найденных значений составляющих вектора параметров состояния 

( )0, ,kP X t  (усилий в сечениях элементов групп) в циклах по элементам групп 

при расчетном сочетании нагрузок и в заданном интервале действия динами-

ческой нагрузки находятся величины максимальных эквивалентных напряже-

ний в группах ОЭ согласно выбранной теории прочности: 

 
0,

экв.max ( , ),  1,  ,  k

i X t i n = ;
н кt t t  , (2) 

где n  – число групп ОЭ;  н к,t t  – интервал времени, на котором анализиру-

ется работа динамически нагруженной системы. 

Далее находится среднее значение: 

 0, 0,

экв. экв.

1

1
( ) max ( , )

n
k k

m i

i

X X t
n =

 =  .  (3) 

Разделение групп ОЭ на обобщенные группы проводится согласно со-

отношениям: 

если 
0, 0,

экв. экв. 1max ( , ) ( ),k k

i mX t X i I    ;
н кt t t  , (4) 

если 
0, 0,

экв. экв. 2max ( , ) ( ),k k

i mX t X i I    ;
н кt t t  , (5) 

где 
1 2,  I I  – множества номеров более или менее нагруженных групп ОЭ. 

В таком случае матрица базисного преобразования на итерации k имеет вид 
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1,1 1,2

,1 ,2

k k

k k

n n

b b

B

b b

 
 

=  
 
 

, (6) 

где 
0,

,1

k k

i ib X= ; ,2 0k

ib = , если 
1i I , ,1 0k

ib = ; 
0,

,2

k k

i ib X= , если 
2i I . 

Описанный подход соответствует разделению варьируемых параметров 

групп ОЭ на две обобщенные группы, т. е. наиболее оптимальному случаю 

обобщения исходных переменных проектирования. 

При активном ограничении на перемещение 
r  критерием разделения 

групп ОЭ на обобщенные группы могут служить удельные величины 

( )0,k

iu X  вкладов в активное перемещение, связанные с деформированием 

групп ОЭ. Используя метод Мора и считая нагрузку на стержневую систему 

узловой, получим 

 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
1

0, 0, ,

ОП

0,

0,

,
j T jT k k r k

j Ik

i k

i

X a S X t

u X
G X



 

=


, (7) 

где ( )0,T kX  – вектор перемещений узлов стержневой системы от единичного 

воздействия в направлении активного перемещения; ( ) ( )0, ,

ОП,
j k r kS X t  – вектор 

концевых усилий j -го элемента i -й группы, вычисляемый на основе динами-

ческого расчёта в опасный (по величине активного перемещения r ) момент 

времени 
,

ОП

r kt ;
( )j T

a  – матрица, на основе которой учитываются жесткостные 

характеристики j -го элемента; ( )0,k

iG X  – суммарный объём элементов i -й 

группы ОЭ. 

В дальнейшем процедура разделения на обобщенные группы аналогич-

на (1) – (6). 

Интересен случай, когда ограничения по прочности и жесткости одно-

временно близки к активным. В этом случае также можно разделить груп-

пы ОЭ на две обобщенные группы согласно нижеследующему алгоритму. 

1. Определяются массивы номеров групп ОЭ более и менее нагружен-

ных и удельно-деформированных 1 2,I I  ; 1 2,I I  . 

2. Проводится разделение на две обобщенные группы, формируется 

матрица B  базисного преобразования при соблюдении следующих условий: 

если 1 1,i I I  , 
0,

,1

k k

i ib X= ; ,2 0k

ib = ; (8) 

если 2 2,i I I  , ,1 0k

ib = ; 
0,

,2

k k

i ib X= ; (9) 

если 1 2,i I I   или 2 1,i I I  , 0,

,1 ,2

1

2

k k k

i i ib b X= = . (10) 
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3. Анализ результатов решения тестовой задачи. Основные выводы 

В качестве тестовой использована ранее рассмотренная задача расчета 

и оптимизации пятиэтажной двухпролетной плоской рамы [14]. Схема рамы, 

форма сечений элементов, а также форма импульсной нагрузки во времени 

приведены на рис. 2–4. 

 

 
 

В качестве целевой функции принят объём элементов рамы. Так как фор-

ма сечений всех элементов рамы одинакова, варьируемыми являются парамет-

ры i ix =  , 1, ,i n= . Учитываются ограничения по прочности и жесткости. 

Условия прочности имеют вид: экв.max 200 МПа,  1,  ,  25i i  = . 

Условие жёсткости наложено на максимальное горизонтальное переме-

щение верхних узлов рамы (не должно превышать величины 1/500H = 0,03 м 

либо 1/1000H = 0,015 м, H =15 м – высота рамы). 

Рассмотрены проекты при следующих вариантах обобщения групп ОЭ: 

1. Конструктивное обобщение на две группы (колонны, ригели). 

2. Обобщение по нагруженности при 25 исходных группах ОЭ (каждый 

элемент – отдельная группа ОЭ). 

3. Комбинированное обобщение при 15 конструктивных группах ОЭ (на 

каждом из пяти этажей по три группы ОЭ – 2 крайние колонны, одна средняя 

колонна, 2 ригеля). В данном случае комбинируются конструктивное обобще-

ние и обобщение по нагруженности конструктивных групп ОЭ. 

В таблице представлены результаты решения задачи оптимизации объ-

ема элементов рамы без использования и с использованием обобщения групп 

ОЭ по нагруженности. 
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Рис. 3. Форма сечения 
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Рис. 2. Схема рамы 

 4  5 

21 

16 

11 

 6 

 1 

22 

17 

12 

 7 

 2 

23 

18 

13 

 8 

 3 

14 15 

19 20 

24 25 

 9 10 



 Нормирование надежности строительных конструкций по деформациям 83 

Результаты решения задачи оптимизации объёма элементов рамы 

Число 

групп уни-

фикации 

Результаты без использо-

вания обобщения по 

нагруженности 

Результаты с использова-

нием обобщения по нагру-

женности 

Расхождение 

результатов 

Значение 

целевой 

функции, 

м3 

Значения па-

раметров 
iX , 

мм 

Значение 

целевой 

функции, 

м3 

Значения па-

раметров 
iX , 

мм 

2 0,7486 7,38; 6,08 – – – 

15 0,5733 5,12–7,51 0,5636 4,20–7,41 1,69 % 

25 0,5713 5,16–7,48 0,5605 4,18–7,42 1,89 % 

 

Как показали результаты расчётов, конструктивное разделение элемен-

тов рамы на две группы (колонны, ригели), выгодное с позиции трудоемкости 

возведения каркаса рамы, при заданной целевой функции (минимум объёма 

элементов рамы) приводит к перерасходу материала элементов рамы пример-

но на 22,9 % по сравнению с оптимальными проектами, использующими 

обобщёние групп ОЭ по нагруженности. 

Проект, найденный без использования обобщения по нагруженности 

при 15 конструктивных группах ОЭ, и проект без конструктивного обобщения 

и обобщения по нагруженности (в пространстве исходных переменных 
25x E ) оказались весьма близки по значениям целевой функции. При этом 

проект, соответствующий большему числу групп ОЭ ( 25NGE = ), несколько 

лучше, что подтверждает постулат теории оптимизации. Однако условная 

трудоёмкость получения оптимальных решений без использования обобще-

ния по нагруженности оказалась весьма значительной (8000–10 000 перерас-

четов динамически нагруженной системы). 

Сравнивая оптимальные проекты, полученные без обобщения и с обоб-

щением пространства проектирования по нагруженности групп ОЭ, можно от-

метить, что по значению целевой функции они очень близки. Расхождение ре-

зультатов оптимизации для случая 15NGE =  составляет 1,69 %, а для случая 

25NGE =  – 1,89 %. Это говорит о высокой эффективности данного физическо-

го критерия обобщения. При этом условная трудоёмкость получения оптималь-

ного решения c использованием обобщения по нагруженности оказалась весьма 

незначительной и составила в данном тестовом примере 76–100 перерасчетов 

динамически нагруженной системы. 

Менее значительным, но также весьма существенным (с позиции трудо-

ёмкости решения задачи оптимизации) ожидается эффект использования при-

ёма обобщения групп ОЭ по удельной деформированности при активном 

ограничении по жёсткости системы. 

Это прогнозируется в связи с усложнением процедуры обобщения, 

необходимостью проведения дополнительных статических расчётов системы 

и вычисления значений удельной деформированности групп ОЭ при динами-

ческом нагружении. 
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Обобщая всё вышеизложенное, можно сделать следующие выводы: 

1. Предложены эффективные приёмы направленного обобщения пере-

менных проектирования в задачах оптимизации упругих стержневых систем 

при произвольном (в том числе импульсном) динамическом нагружении. 

2. Приведённый пример оптимизации рамной стержневой системы, 

нагруженной статической и импульсной нагрузками, свидетельствует о высо-

кой эффективности предложенных приёмов декомпозиции динамически 

нагруженных систем. 

3. Выполненная теоретическая разработка и программная реализация 

расчёта и оптимизации могут служить для расширения и углубления теорети-

ческих исследований по вопросам развития методов многопараметрической 

оптимизации упругих стержневых систем при динамическом (в том числе им-

пульсном) нагружении.  
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