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ПРИЦЕЛЬНОЕ РЕГУЛИРОВАНИЕ СПЕКТРА ЧАСТОТ  

СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ УПРУГИХ ПЛАСТИН  

С КОНЕЧНЫМ ЧИСЛОМ СТЕПЕНЕЙ СВОБОДЫ МАСС  

ПУТЁМ ВВЕДЕНИЯ ДОПОЛНИТЕЛЬНЫХ  

ОБОБЩЁННЫХ СВЯЗЕЙ И ОБОБЩЁННЫХ  

КИНЕМАТИЧЕСКИХ УСТРОЙСТВ 

Каждая обобщённая прицельная связь увеличивает лишь одну выбранную собствен-

ную частоту до заранее заданного значения, не изменяя при этом остальные собствен-

ные частоты и все формы собственных колебаний. Каждое обобщённое кинематическое 

устройство уменьшает величину лишь одной выбранной собственной частоты до зара-

нее заданного значения, не изменяя при этом остальные собственные частоты и все 

формы собственных колебаний. 

К настоящему времени для некоторых упругих систем с конечным числом степеней 

свободы масс, у которых направления движения масс параллельны и лежат в одной 

плоскости, разработаны методы создания дополнительных связей и обобщённых кине-

матических устройств, прицельно изменяющих спектр частот собственных колебаний. 

В частности, для стержней разработаны теория и алгоритм формирования прицельных 

дополнительных связей и обобщённых кинематических устройств. 

В статье показано, что метод формирования матрицы дополнительных коэффициен-

тов жесткости, характеризующих прицельную связь, и матрицы учета действия допол-

нительных инерционных сил в задаче о собственных колебаниях стержней может быть 

применен и при решении аналогичной задачи для упругих систем с конечным числом 

степеней свободы, у которых направления движения масс параллельны, но не лежат 

в одной плоскости. В частности, к таким системам относятся пластины. 

Вместе с тем алгоритмы формирования прицельных дополнительных связей и обоб-

щённых кинематических устройств, разработанные для стержней на основе свойств ве-

рёвочных многоугольников, не могут быть без существенных изменений использованы 

в аналогичной задаче для пластин. 

Метод формирования расчётных схем связей и кинематических устройств, прицельно 

изменяющих спектр частот собственных колебаний упругих пластин с конечным чис-

лом степеней свободы масс, представляет собой отдельную задачу и будет рассмотрен 

в следующей работе. 

Ключевые слова: частота собственных колебаний; форма собственных коле-

баний; обобщённая прицельная дополнительная связь; коэффициенты жестко-

сти; инерционные силы; обобщённое прицельное кинематическое устройство. 
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PRECISION CONTROL FOR EIGEN-FREQUENCY  

OF ELASTIC PLATES WITH FINITE NUMBER OF MASS 

DEGREES OF FREEDOM BY USING ADDITIONAL 

GENERALIZED CONNECTIONS AND KINEMATIC DEVICES 

Each generalized precision connection increases only one value of eigen-frequency prior to 

a specified value, without changing the remaining eigen-frequencies and all natural modes. 

Each generalized kinematic device reduces only one value of selected eigen-frequency prior to 

a specified value, without changing the remaining eigen-frequencies and all natural modes. 

The methods of creating the additional connections and generalized kinematic devices that 

precisely change the eigen-frequency are developed for elastic systems with a finite number of 

degrees of freedom of masses, whose motion directions are parallel and lie in one plane. In 

particular, the theory and algorithm of formation of additional connections and generalized 

kinematic devices are developed for rods. 

It is shown that the method of forming the matrix of additional stiffness coefficients de-

scribing the precision connection and a matrix of the additional inertial forces in the problem 

of eigen-frequency of rods, can be applied to solve a similar problem for elastic systems with 

a finite number of degrees of freedom of masses, whose directions of motion are parallel, but 

do not lie in one plane, in particular plates. 

The developed algorithms for the formation of additional precision connections and gener-

alized kinematic devices in rods based on the properties of string polygons cannot be used 

without significant changes in the similar problem for plates. 

The development of connection schemes and kinematic devices that precisely change the 

eigen-frequency of elastic plates with the finite number of degrees of freedom of masses will 

be studies in future research. 

Keywords: eigen-frequency; natural mode; additional generalized precise connec-

tion; stiffness coefficient; inertial forces; generalized kinematic device. 
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При проектировании сооружений в некоторых случаях появляется 

необходимость вывести одну или несколько собственных частот из опреде-
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лённого частотного интервала. Как известно (см., например, [1–6]), одним из 

методов решения такой задачи является создание прицельных обобщенных 

связей и обобщенных кинематических устройств. 

В упомянутых выше работах для упругих стержней, несущих конечное 

количество сосредоточенных масс (например, таких, как на рис. 1, а), разра-

ботан метод создания прицельных связей. Выбиралась основная система ме-

тода перемещений (рис. 1, б). Уравнения метода перемещений записывались 

в виде, традиционном для систем с конечным числом степеней свободы ( )n : 

2

2
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Рис. 1 

 

В (1) величины [ , ]r i k  образуют матрицу коэффициентов жесткости 

[ , ]A r i k= ; [ ]m i  – величины масс образуют диагональную матрицу [ ]M m i= ; 

  – частота собственных колебаний системы; [ , ]v k j  – перемещения по 

направлению движения масс в j-й ( 1,  2,  ...,  ,  ...,  )j q n=  форме собственных 

колебаний. 

Корни уравнения 

 2 0A M−  =  (2) 

определяют спектр частот собственных колебаний системы 

 [1], [2],  ...,  [ 1],  [ ],  [ 1],  ...,  [ ]q q q n   −   +  . (3) 

Рассматривалась задача создания прицельной обобщенной связи, увели-

чивающей только одну частоту собственных колебаний (например, [ ]q ) до 
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заранее заданного значения ( )S  и не изменяющей ни одной из форм соб-

ственных колебаний и величин остальных частот спектра. Показано, что со-

здание такой связи основано на формировании матрицы дополнительных ко-

эффициентов жесткости 

 0 0 , 1
[ , ]

n

SO S SO i k
A A A A a i k

=
=  = , где 0 , 1

[ , ]
n

S i k
A a i k

=
= . (4) 

Матрица 0A  должна обладать особыми свойствами. Если вводимая 

связь «нацелена» на q-ю частоту собственных колебаний, то коэффициенты 

жесткости 0 , 1
[ , ]

n

i k
a i k

=
 должны быть ортогональны координатам форм соб-

ственных колебаний остальных ( 1)n −  частот спектра, т. е. 

 0

1

[ , ] [ , ] 0, ( 1,  2,  ...,  ,  1,  2,  ...,  ( 1),  ( 1),  ...,  )
n

k

a i k v k j i n j q q n
=

= = = − + . (5) 

По отношению к q-й собственной частоте, на которую «нацелена» вво-

димая связь, коэффициенты не ортогональны, т. е. 

 0

1

[ , ] [ , ] 0,( 1,  2,  ...,  )
n

k

a i k v k q i n

=

 = , (i = 1, 2, …, n). (6) 

Показано (например, [2–5]), что условиям (5) и (6) будут удовлетворять 

коэффициенты 

 0[ , ] [ ] [ ] [ , ] [ , ]a i k m i m k v i q v k q = . (7) 

Величина множителя SOA  определяется как корень уравнения 

 2( ) 0S SO SA M A A−  +  = . (8) 

Так как q-я форма собственных колебаний исходной системы остается 

собственной формой и после введения прицельной связи, и при частоте S , 

множитель SOA  может находиться как 

 

2

1 1

0

1 1

( [ , ] [ , ]) [ , ] [ , ]

[ , ] [ , ] [ , ]

n n

S

i k
SO n n

i k

a i k m i k v i q v k q

A

a i k v i q v k q

 

= =

 

= =

− − 
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


. (9) 

Результат решения уравнения 

 
2( ) 0SO SA A A M+  −  =  (10) 

должен подтвердить, что формы собственных колебаний не изменились, 

а «прицельная» частота увеличилась до S . 

Опорное устройство, которому будет соответствовать матрица допол-

нительных коэффициентов жесткости 0A , должно обеспечить соотношение 

между узловыми перемещениями такое же, как между координатами q-й фор-

мы собственных колебаний исходной системы. Показано (см., например,  
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[2–5]), что такое соотношение будет реализовано, если дополнительная опор-

ная система передаст в узлы основной системы стержня усилия, соотношения 

между которыми пропорциональны величинам 

 0[ ] [ ] [ ,( )]R i m i v i q= . (11) 

Примером такой обобщённой прицельной связи для стержня является 

шпренгель, очертание которого определяется веревочным многоугольни-

ком, построенным в плоскости движения масс по усилиям 0[ ]R i  (см., 

например, [2–5]). 

Такая связь один раз статически неопределима. Стойки связи уста-

новлены в узлах основной системы по направлению движения масс. Пред-

варительное напряжение одного любого стержня вызовет такие усилия 

в стойках шпренгеля, соотношения между которыми будут такими же, 

как и соотношения между усилиями 0[ ]R i . 

В настоящей статье рассматривается задача создания прицельных свя-

зей для упругих пластин, несущих конечное число сосредоточенных масс. Как 

и в аналогичной задаче для стержней, предлагается использовать основную 

систему метода перемещений. Примеры такой пластины и соответствующей 

ей основной системы метода перемещений приведены на рис. 2, а и б. 

 

 
 

Рис. 2 

 

 

 

 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 



62 П.А. Акимов, Л.С. Ляхович  

Если принять в методе перемещений для пластин одномерную нумера-

цию, то уравнения в этом случае также запишутся в виде (1). Дополнительные 

связи в основной системе и перемещения [ , ]v k j  в уравнениях отвечают 

направлению движения масс.  

Вывод выражений коэффициентов матрицы дополнительных жестко-

стей (4) для стержней основан на свойствах форм собственных колебаний. 

Так как формы собственных колебаний пластин, так же как и для 

стержней, ортогональны, т. е. 

 
1

[ ] [ , ] [ , ] 0 ( )
n

k

m k v k q v k j q j 

=

=  , (12) 

то задача для упругих пластин, несущих конечное число сосредоточенных масс, 

так же как и для стержней, будет основана на формировании матрицы дополни-

тельных коэффициентов жесткости (4). Коэффициенты 0 , 1
[ , ]

n

i k
a i k

=
 также 

должны удовлетворять условиям (5) и (6) и определяться зависимостями (7). 

Приведём пример, подтверждающий, что матрица дополнительных ко-

эффициентов жесткости (4) служит основанием для создания прицельных свя-

зей и для упругих пластин, несущих конечное число сосредоточенных масс. 

Рассмотрим пластину, несущую 25 сосредоточенных масс (рис. 1, а). 

В узле 9 величина массы – 600 кг, в узле 18 – 1000 кг, а в остальных узлах – по 

800 кг. Размеры пластины в плане 6×6 м, толщина 0,12 м. Модуль упругости 

материала пластины E = 24 000 000 000 н/м2. Коэффициент Пуассона V0 = 0,2. 

При основной системе метода перемещений (рис. 2, б) и одномерной нумера-

ции значений [ , ]v k j  в соответствии с рис. 2, а определяется спектр частот соб-

ственных колебаний, как корни уравнения (2). Величины первых пяти частот 

собственных колебаний пластины и координаты соответствующих им соб-

ственных форм приведены в табл. 1 (столбцы − начальные частоты и формы). 

 

Таблица 1 

 Начальные частоты и формы Изменённые частоты и формы 

  36,6583 91,0084 92,7466 146,834 178,911 91,0084 92,7466 100,00 146,8337 178,911 

1 0,0830 0,1995 0,0499 –0,2495 0,1547 –0,1995 –0,0499 0,0830 –0,2495 0,1547 

2 0,1434 0,2935 –0,0043 –0,2433 –0,0063 –0,2935 0,0043 0,1434 –0,2433 –0,0063 

3 0,1649 0,2568 –0,1468 0,0129 –0,1657 –0,2568 0,1468 0,1649 0,0129 –0,1657 

4 0,1420 0,1514 –0,2494 0,2641 –0,0063 –0,1514 0,2494 0,1420 0,2641 –0,0063 

5 0,0818 0,0579 –0,1971 0,2624 0,1548 –0,0579 0,1971 0,0818 0,2624 0,1548 

6 0,1441 0,2533 0,1398 –0,2517 0,2788 –0,2533 –0,1398 0,1441 –0,2517 0,2788 

7 0,2492 0,3484 0,0840 –0,2447 0,0003 –0,3484 –0,0840 0,2492 –0,2447 0,0003 

8 0,2867 0,2601 –0,1502 0,0123 –0,2788 –0,2601 0,1502 0,2867 0,0123 –0,2788 

9 0,2468 0,1025 –0,3415 0,2593 0,0003 –0,1025 0,3415 0,2468 0,2593 0,0003 

10 0,1423 0,0090 –0,2912 0,2642 0,2789 –0,0090 0,2912 0,1423 0,2642 0,2789 

11 0,1672 0,1467 0,2455 –0,0058 0,3359 –0,1467 –0,2455 0,1672 –0,0058 0,3359 

12 0,2895 0,1491 0,2411 –0,0017 0,0088 –0,1491 –0,2411 0,2895 –0,0017 0,0088 
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Окончание табл. 1 

 Начальные частоты и формы Изменённые частоты и формы 

13 0,3336 0,0082 –0,0119 0,0070 –0,3237 –0,0082 0,0119 0,3336 0,0070 –0,3237 

14 0,2877 –0,1313 –0,2630 0,0124 0,0088 0,1313 0,2630 0,2877 0,0124 0,0088 

15 0,1657 –0,1331 –0,2605 0,0131 0,3359 0,1331 0,2605 0,1657 0,0131 0,3359 

16 0,1454 0,0007 0,2856 0,2417 0,3025 –0,0007 –0,2856 0,1454 0,2417 0,3025 

17 0,2522 –0,0908 0,3339 0,2415 0,0119 0,0908 –0,3339 0,2522 0,2415 0,0119 

18 0,2915 –0,2485 0,1317 –0,0018 –0,2941 0,2485 –0,1317 0,2915 –0,0018 –0,2941 

19 0,2513 –0,3314 –0,1103 –0,2446 0,0118 0,3314 0,1103 0,2513 –0,2446 0,0118 

20 0,1446 –0,2398 –0,1592 –0,2432 0,3025 0,2398 0,1592 0,1446 –0,2432 0,3025 

21 0,0842 –0,0528 0,1956 0,2437 0,1811 0,0528 –0,1956 0,0842 0,2437 0,1811 

22 0,1461 –0,1445 0,2454 0,2416 0,0151 0,1445 –0,2454 0,1461 0,2416 0,0151 

23 0,1688 –0,2486 0,1349 –0,0059 –0,1580 0,2486 –0,1349 0,1688 –0,0059 –0,1580 

24 0,1457 –0,2827 –0,0135 –0,2517 0,0151 0,2827 0,0135 0,1457 –0,2517 0,0151 

25 0,0838 –0,1910 –0,0633 –0,2494 0,1811 0,1910 0,0633 0,0838 –0,2494 0,1811 

 

Пусть теперь требуется увеличить значение первой частоты собствен-

ных колебаний до 100 с–1. Для этого в соответствии с (7), (8), (9) сформируем 

матрицу дополнительных коэффициентов жесткости. Все данные, необходи-

мые для использования зависимостей (7), (8), (9), приведены в описании пла-

стины и в табл. 1 (столбцы − начальные частоты и формы). 

После формирования матрицы дополнительных коэффициентов жест-

кости с учётом их влияния определяем из уравнения (10) изменённый спектр 

собственных частот и соответствующие им формы колебаний.  

Первые пять собственных частот и соответствующих им форм приведе-

ны в табл. 1 (столбцы – изменённые частоты и формы). 

Из данных таблицы видно, что учёт дополнительных коэффициентов 

жесткости не изменил ни одной из форм собственных колебаний пластины, 

а лишь увеличил значение одной из частот с 36,6583 с–1 до заданной величины 

100 с–1. Этот результат наглядно иллюстрирует возможность использования 

зависимостей (4), (7), (8), (9) и для решения задачи о прицельных связях для 

упругих пластин с конечным числом степеней свободы масс. 

Обобщённая прицельная связь для пластины, так же как и для стержня, 

должна создавать дополнительную жесткость, обеспечивающую прицель-

ность связи. 

Как отмечалось выше, свойства прицельных связей для стержней осно-

ваны на свойствах форм собственных колебаний. Используемые при этом 

свойства относятся и к упругим пластинам. Это обстоятельство служит обос-

нованием для использования результатов формулирования свойств прицель-

ных связей для стержней и в аналогичной задаче для пластин. 

Таким образом, для упругой пластины с конечным числом степеней 

свободы масс обобщённой прицельной связи должна соответствовать 

матрица дополнительных коэффициентов жесткости 0A  (4). Если рас-
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чётная схема связи представлена вариантом шарнирно-стержневой си-

стемы, то она должна быть один раз статически неопределима, в узлах 

пластины, где размещены массы, по направлению движения масс устанав-

ливаются стойки, а предварительное напряжение одного любого элемента 

связи вызывает такие усилия в стойках системы, соотношения между ко-

торыми пропорциональны соотношениям между усилиями 0[ ]R i  (11). При 

этом в структуре связи не должно быть никаких соединений с пластиной, 

кроме стоек, установленных в узлах пластины, где размещены массы. 

Рассмотрим теперь задачу об обобщенных кинематических устройствах. 

В [4, 5] для стержней показано, что кинематическое устройство с одной сте-

пенью активности передаёт на сооружение обобщенную прицельную инерци-

онную силу, которая уменьшает величину только одной частоты собственных 

колебаний до заданного значения S , оставляя остальные частоты спектра 

без изменения. Устройство формируется на основе матрицы учета действия 

дополнительных инерционных сил: 

 0 0m mM M M=  , где 0 , 1
[ ,

n

m i k
M m i k

=
= . (13) 

Матрица 0M  должна обладать особыми свойствами. Если вводимое ки-

нематическое устройство «нацелено» на q-ю частоту собственных колебаний, 

то коэффициенты матрицы mM  – 0 , 1
[ , ]

n

i k
m i k

=
 должны быть ортогональны 

координатам форм собственных колебаний остальных частот спектра, т. е. 

 0

1

[ , ] [ , ] 0, ( 1,  2,  ...,  ,   1, 2,  ...,  1,  1,  ..., )
n

k

m i k v k j i n j q q n

=

= = = − + . (14) 

По отношению к q-й частоте собственных колебаний, на которую 

«нацелено» кинематическое устройство 

 0

1

[ , ] [ , ] 0, ( 1,  2,  ...,  )
n

k

m i k v k q i n
=

 = . (15) 

В [4, 5] показано, что условиям (14) и (15) будут удовлетворять коэф-

фициенты 

 0[ , ] [ ] [ ] [ , ] [ , ]m i k m i m k v i q v k q = . (16) 

Величина множителя 0mM  находится как корень уравнения 

 2 2
0( ) ( ) 0S m S mA M M M−  −   = . (17) 

Учитывая, что q-я форма собственных колебаний остается собственной 

формой и при частоте S , множитель mOM  может находиться как 

 

2

1 1
0

2
0

1 1

( [ , ] [ , ]) [ ,( )] [ ,( )]

[ , ] [ ,( )] [ ,( )]

n n

S

i k
m n n

S

i k

a i k m i k v i q v k q

M

m i k v i q v k q

 

= =

 

= =

− 

=

 




. (18) 
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Результат решения уравнения 

 2
0( ) 0m mA M M M− +  =  (19) 

должен подтвердить, что формы собственных колебаний не изменились, 

а «прицельная» частота уменьшилась до S . 

Кинематическое устройство, которому будет соответствовать матрица ко-

эффициентов учета действия дополнительных инерционных сил 0 0 ,m mM M M=   

где 0 , 1
[ ,

n

m i k
M m i k

=
= , должно обеспечить соотношение между узловыми пере-

мещениями такое же, как между координатами q-й формы собственных колеба-

ний исходной системы. В [4, 5] также показано, что такое соотношение будет 

реализовано, если кинематическое устройство передаст в узлы инерционные 

силы, соотношения между которыми будут пропорциональны соотношениям 

между усилиями 0[ ] [ ] [ , ]R i m i v i q=  (11). 

Примером такой обобщённой прицельной кинематической системы для 

стержня является шпренгель, очертание которого определяется веревочным 

многоугольником, построенным в плоскости движения масс по усилиям 0[ ]R i  

(например, [4, 5]). 

Вывод выражений коэффициентов матрицы учета действия дополнитель-

ных инерционных сил (13) для стержней основан на использовании метода пе-

ремещений в традиционной форме и свойствах форм собственных колебаний. 

Так как формы собственных колебаний пластин, так же как и для 

стержней, ортогональны, то задача для упругих пластин, несущих конечное 

число сосредоточенных масс, так же как и для стержней, будет основана на 

формировании матрицы учета действия дополнительных инерционных сил. 

Коэффициенты 0 , 1
[ , ]

n

i k
m i k

=
 также должны удовлетворять условиям (14) 

и (15) и определяться зависимостями (16). 

На рассмотренном выше примере о собственных колебаниях пластины 

(см. рис. 2) проведём иллюстрацию формирования матрицы учета действия 

дополнительных инерционных сил как основу для создания прицельных ки-

нематических устройств и для упругих пластин, несущих конечное число со-

средоточенных масс. Данные, характеризующие пластину, приведены выше. 

Величины первых пяти частот собственных колебаний пластины и координа-

ты соответствующих им собственных форм приведены в табл. 1 (столбцы − 

начальные частоты и формы). 

Допустим, что требуется расширить интервал между четвёртой и пятой ча-

стотами собственных колебаний за счёт уменьшения величины четвёртой часто-

ты со 146,834 с–1 до 110 с–1. Для этого в соответствии с (14), (15), (16) сформиру-

ем матрицу учета действия дополнительных инерционных сил. Данные, необхо-

димые для использования зависимостей (14), (15), (16), приведены в описании 

пластины и в табл. 1 (столбцы − начальные частоты и формы). 

После формирования матрицы действия дополнительных инерционных 

сил с учётом их влияния определяем из уравнения (19) изменённый спектр 

собственных частот и соответствующие им формы колебаний. 
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Первые пять собственных частот и соответствующих им форм приведе-

ны в табл. 2. 

Из данных табл. 2 видно, что учёт дополнительных коэффициентов 

жесткости не изменил ни одной из форм собственных колебаний пластины, 

а лишь уменьшил значение одной из частот с 146,834 с–1 до заданной величи-

ны 110 с–1. Этот результат наглядно иллюстрирует возможность использова-

ния зависимостей (14), (15), (16) и для решения задачи об обобщенном кине-

матическом устройстве связей для упругих пластин с конечным числом сте-

пеней свободы масс. 

Таблица 2 

  36,6583 91,0084 92,7466 110,0000 178,9109 

1 0,0830 –0,1995 –0,0499 0,2495 –0,1547 

2 0,1434 –0,2935 0,0043 0,2433 0,0063 

3 0,1649 –0,2568 0,1468 –0,0129 0,1657 

4 0,1420 –0,1514 0,2494 –0,2641 0,0063 

5 0,0818 –0,0579 0,1971 –0,2624 –0,1548 

6 0,1441 –0,2533 –0,1398 0,2517 –0,2788 

7 0,2492 –0,3484 –0,0840 0,2447 –0,0003 

8 0,2867 –0,2601 0,1502 –0,0123 0,2788 

9 0,2468 –0,1025 0,3415 –0,2593 –0,0003 

10 0,1423 –0,0090 0,2912 –0,2642 –0,2789 

11 0,1672 –0,1467 –0,2455 0,0058 –0,3359 

12 0,2895 –0,1491 –0,2411 0,0017 –0,0088 

13 0,3336 –0,0082 0,0119 –0,0070 0,3237 

14 0,2877 0,1313 0,2630 –0,0124 –0,0088 

15 0,1657 0,1331 0,2605 –0,0131 –0,3359 

16 0,1454 –0,0007 –0,2856 –0,2417 –0,3025 

17 0,2522 0,0908 –0,3339 –0,2415 –0,0119 

18 0,2915 0,2485 –0,1317 0,0018 0,2941 

19 0,2513 0,3314 0,1103 0,2446 –0,0118 

20 0,1446 0,2398 0,1592 0,2432 –0,3025 

21 0,0842 0,0528 –0,1956 –0,2437 –0,1811 

22 0,1461 0,1445 –0,2454 –0,2416 –0,0151 

23 0,1688 0,2486 –0,1349 0,0059 0,1580 

24 0,1457 0,2827 0,0135 0,2517 –0,0151 

25 0,0838 0,1910 0,0633 0,2494 –0,1811 

 

Обобщённое кинематическое устройство для пластины, так же как и для 

стержня, должно создавать дополнительную обобщённую инерционную силу, 

обеспечивающую прицельность действия. 

Как отмечалось выше, свойства кинематических устройств для стерж-

ней основаны на свойствах форм собственных колебаний. Такие же свойства 

относятся и к упругим пластинам. Это обстоятельство служит обоснованием 



 Прицельное регулирование спектра частот колебаний упругих пластин 67 

для использования результатов формулирования свойств кинематических 

устройств для стержней и в аналогичной задаче для пластин. 

Таким образом, для упругой пластины с конечным числом степеней 

свободы масс обобщённому кинематическому устройству должна соот-

ветствовать матрица учёта дополнительных инерционных сил 0M  (13). 

Если расчётная схема связи представлена вариантом шарнирно-стерж-

невой системы, то она должна быть с одной степенью активности, в уз-

лах пластины, где размещены массы, по направлению движения масс 

устанавливаются стойки, а при колебаниях в стойках системы должны 

возникать усилия, соотношения между которыми пропорциональны со-

отношениям между усилиями 0[ ]R i  (11). При этом в структуре связи не 

должно быть никаких соединений с пластиной, кроме стоек, установлен-

ных в узлах пластины, где размещены массы. 

Итак, в настоящей статье показано, что метод формирования матрицы до-

полнительных коэффициентов жесткости, определяющих прицельную связь, 

и метод формирования матрицы учёта дополнительных инерционных сил, опре-

деляющих прицельное кинематическое устройство, в задаче о собственных ко-

лебаниях стержней может быть применен и при решении аналогичных задач для 

упругих систем с конечным числом степеней свободы масс, у которых направ-

ления движения масс параллельны, но не лежат в одной плоскости. 

В статье также обоснованы и сформулированы свойства и требования, 

которым должны соответствовать расчётные схемы прицельных связей и при-

цельных кинематических устройств в рассматриваемой задаче. 

Расчетные схемы обобщенных прицельных связей и обобщённых кине-

матических устройств, отвечающие приведённым выше требованиям, много-

вариантны и зависят от очертания пластины, мест расположения масс и неко-

торых других особенностей исходного объекта. С учетом этих обстоятельств 

подходы и алгоритмы формирования соответствующих расчётных схем, при-

цельно изменяющих спектр частот собственных колебаний упругих пластин 

с конечным числом степеней свободы масс, представляют отдельную задачу 

и будут рассмотрены в следующей работе. 

Основные результаты статьи представлены также в англоязычном вари-

анте в [6 и 7]. 
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